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d i v e r g e n c eo p e r a t o r :d i v u= V .u =
i 3 u x / a x+ a f y / d y+ & / 6 ’ z
a v e r a g i n go p e r a t o r
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T hu so n u m e r im o df s t u ds u b
f l oh ab e c oc o m mp r a ci h y d ra
p e t r o l e ue n g i n e e ro vt hl a3 y eH o w
o no t hm a j oq u e s t it hs tp oa p r oi
w h ap a r a m e t et i n t r o di nt m o dA l t
c o n t e m p o r ac o m p u ta rg r o we vm op o
f ua nc a p a bo d e s c r it r e l ef lw
i n c r e a s i np r e c i s ii i i m p o s st m e aa t
p a r a m e t e ra a lp o i n

F l om o d ec ab d i v ii nt g r ot h
f ow h i ct hp a r a m e ta ro b t ab c a l io
a o b s e r v ep r e s s ur e c oa nt hf w ht h
a rn s u cr e c o r d s

T hf i r st y po m o do b v it p r oo s
c h a n g eT hp a r a m e ta ro b t ae i tb m a
f i t t i no i n v e rm e t h o d s . 5

A p r e r e q u i s if ot hs e ct yo f lm oi a
g e o l o g i c am o dd e s c r it hs u b s um e
A m o no t h e rH a l d o r s eM a t he a LT e

1 0H a l d o ra nD a m s lK o la nH a r b a u g
a nG o r e l i c k , 6 8F a y ea nH e w eJ o ua
G o m e z - H e r n A n d e z ,M a r s ia A n d ed e
m e t h o df og e n e r a tg e o l o gm o d

W h eg e o s t a t i s t it e c h n ia u st m o
s h o u lr i g o r o u sb b u io t s as ca t
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s u p p o r t i n gm e a s u r e m e n t s .S i n c el a b o r a t o r yi n v e s t i g a -
t i o n so fp e r m e a b i l i t ya r em a d eo nv o l u m e so nt h eo r d e
o f2 0c m 3a n dw e l ll o gd a t ao nv o l u m e so ft h eo r d e ro
2 0O O O c m 3( f r o mH a l d o r s e n , 5 0 )t h er e s u l t i n gg r i dm i g h
c o n t a i nf r o m1 0 11 –1 0 * 8m e s h e sd e p e n d i n go nt h es i zo
t h er e s e r v o i r .1 0 8I nr e a l i t y ,s o f t w a r ef o rf l o ws i m u l a t i o n s

i s ,a tp r e s e n t ,l i m i t e dt oa f e wm i l l i o nm e s h e s .1 T h i
m a k e si tn e c e s s a r yt os h i f tt oa l a r g e rs c a l e .G o m e z -
H e r n i m d e za n dJ o u r n e 1 4 6s u g g e s tt h a tt h ep e r m e a b i l i t i e s
b eg e n e r a t e dg e o s t a t i s t i c a l l yd i r e c t l ya tt h es c a l eo t h
f l o wm o d e lm e s h e sa f t e ra p h a s ew h e r et h eg e o s t a t i s t i c a l
p a r a m e t e r sa r ef i t t e d .H o w e v e r ,e v e ni nt h i sa p p r o a c h ,a
c h a n g eo fs c a l ei su s e di nt h el e a r n i n gp h a s e .

A t o t a l l yd i f f e r e n ts c h e m ef o rb u i l d i n gg e o l o g i c a l
m o d e l si st os i m u l a t et h es e d i m e n t a r yp r o c e s s e st h a
c r e a t e dt h er e s e r v o i rr o c k s . 6 8 ’ 1 0 3T h e s et e c h n i q u e s
p r o d u c eg r i d sw i t ha v e r yl a r g en u m b e ro fm e s h e sa n
n e e da c h a n g eo fs c a l ea sw e l l .

T h ec h a n g eo fs c a l e sp o s e st h ep r o b l e mo fh o wt
c a l c u l a t et h ep e r m e a b i l i t i e sa ta l a r g e rs c a l eo nt h eb a s io
t h eg e o l o g i c a lm o d e l .T h em a t t e ri sc o m p l i c a t e db t h
f a c tt h a tt h ep e r m e a b i l i t yi sn o ta na d d i t i v ev a r i a b l e— i
i sn o tp o s s i b l et oc a l c u l a t ea ne q u i v a l e n tp e r m e a b i l i t yb a
s i m p l ea r i t h m e t i cm e a n .A g r e a tn u m b e ro fa r t i c l e sh a v
b e e np u b l i s h e do nt h i ss u b j e c ti nt h el a s t2 0y e a r s( to u
k n o w l e d g e ,m o r et h a n2 0 0 ) .I nt h i sr e v i e w ,w eh a v
l i m i t e do u rd i s c u s s i o no ft h ee q u i v a l e n tp e r m e a b i l i t yt
s t e a d y - s t a t e ,u n i f o r ma n ds i n g l e - p h a s ef l o w .C o n s e
q u e n t l y ,s e v e r a li m p o r t a n tc a s e ss u c ha sr a d i a l ,t r a n s i e n t
a n d / o rm u l t i - p h a s ef l o wh a v eb e e no m i t t e d .

T h eo b j e c t i v eo ft h i sa r t i c l ei st w o f o l d :( i )t od e s c r i b e
a l lt h ep u b l i s h e dt e c h n i q u e sf o rc a l c u l a t i n gt h ee q u i v a -
l e n tp e r m e a b i l i t yw h i l ep r o v i d i n gt h er e a d e rw i t ht h
i n f o r m a t i o no nh o wt ou s et h e m ;( i i )t oc o m p a r et h e s
t e c h n i q u e st h r o u g hr e f e r e n c e st ot h el i t e r a t u r ea n do f f e
a d v i c eo nh o wt oc h o o s et h em o s ts u i t a b l eo n e .

B e f o r ew es t a r td i s c u s s i n gt h et e c h n i q u e s ,t h ev a r i o u s
e q u i v a l e n c ec r i t e r i aa n dt h ed i s t i n c t i o nb e t w e e ne f f e c t i v e
a n db l o c kp e r m e a b i l i t ym u s tb eu n d e r s t o o d .

T h et w oe q u a t i o n st h a td e s c r i b ef l o wi np o r o u sm e d i
a r e :D a r c y ’ sl a wa n dt h em a s sb a l a n c ee q u a t i o n .

u = – Kg r a d ( h )a n dd i v ( u )= O ( 1

w i t hK [ m / s ]t h eh y d r a u l i cc o n d u c t i v i t yt e n s o r( l a t e
c a l l e dp e r m e a b i l i t yt e n s o r ) ,u t h ef i l t r a t i o nv e l o c i t ya nh
t h eh y d r a u l i ch e a d .T h em a s sb a l a n c ee q u a t i o ni
w r i t t e nh e r ef o rs t e a d y - s t a t ea n di n c o m p r e s s i b l ef l o w
I nt h ef o l l o w i n g ,w ew i l la l w a y su s et h et e r mp e r m e
a b i l i t y ,e v e ni f ,i nt w od i m e n s i o n s ,t h er e l e v a n t
m a g n i t u d em a yr a t h e rb et h et r a n s m i s s i v i t y .

G e n e r a l l ys p e a k i n g ,b ye q u i v a l e n tp e r m e a b i l i t yw
m e a na c o n s t a n tp e r m e a b i l i t yt e n s o rt a k e nt or e p r e s e n t
a h e t e r o g e n e o u sm e d i u m .A c o m p l e t ee q u i v a l e n c e
b e t w e e nt h er e a lh e t e r o g e n e o u sm e d i u ma n dt h
f i c t i t i o u sh o m o g e n e o u so n ei si m p o s s i b l e .I ti st h e r e f o r e
d e f i n e d ,i na l i m i t e ds e n s e ,a c c o r d i n gt oc e r t a i nc r i t e r i a
t h a tm u s tb ee q u a lf o rb o t hm e d i a .

T hf i rc r i t e re vu si t o o e qo
f l oI 6 , 1T hf la t hb o u n do t d o

m u sb i d e n t if ot hh e t e r o gm ea t
e q u i v a l eh o m o g e no ns u b jt t s
h e ag r a d i e n

T hs e c oc r i t ei t e q uo e n
d i s s i p a tb t hv i s cf o ri t h e t e
a nt he q u i v a lh o m o g em e d iT
d i s s i p a t ie n e ri d e f ib

e = – g r a d (. u (

I i i m p o r tt n ot ha l t ht ht c r
s e ed i f f e r et ha rs t r ie q u ii t c o
p e r i o db o u n d ac o n d i t i o

E f f e c t ip e r m e a b ii a t eu sf a m et
i s t a t i s t i c ah o m o g e no t l as cI a
s t o c h a s tc o n t ei i d e f ib t f o r m

E ( u= – K e f E [ g r a d(

w h e rE ( ur e p r e s et hm a t h e me x p eo
t hf l or a ti t hd o ma - E [ gt h
g r a d i ee x p e c t a tT he f f ep e r mi a
i n t r i n sp h y s i cm a g n i ti n d e po t m a
s c o p ib o u n d ac o n d i tI h b r i g
s t u d i eb t wd i f f em e t ht s t o
a p p r o a] 9 > 4 3a nt hh o m o g e n e
a p p r o a c h . 3 6 > 6 6I t hf i rc at p e r mi
r e p r e s e n tb a r a n df u n cu s us t a
T hh e t e r o g e n ei d e s c rb c o r r el eI
t hs e c oc a st hm e di a s st b s p
p e r i o d iT hg e o m eo t hb ac ei a st b
k n o w nI b o tc a s ea e f f e cp e r m ee m
p r o v i dt h af i r s te i tt c o r r el eo t
s i zo t hb a sc ei m us m at t w
d o m a ia ns e c o n dt ht f li u n i f o
T he f f e c t ip e r m e a b it e nh t c h a r
o b e i na s e c o n d - o rs y m m ep o s i t i
t e n s o

I m o se n g i n e es i t u a( fo w o
p e t r o l e u mt hc o n d i tf t a p p eo a
e f f e c t ip e r m e a b ia rn os a t i sU p sp e
a b i l i to b l op e r m e a bi t e q u ip e
a b i l i to a f i n i t e -b l oT c o no s t a
h o m o g e n e id i s a p p eb e c at o b sb i
t os m a lR u ba nG o m e z - H e rt t
a v e r a gf l or ao vt hb la t c r ia
d e f i n et he l l ’ e c tp e r m e ab t f o
e q u a t i o

1

-V
u ( x )= & —

I
~ v g r a d ((

I n d e l ma nD a g as u g gt ht e qo
d i s s i p a te n e r gb u sa t c r i t

( iN e c e s s ac o n d i tT g l or e sm b
t hs a mi t hr ea t n u ms o
o v eh o m o g e nb l o c
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( i i )S u f f i c i e n tc o n d i t i o n :L e tz = l / u ~ U e ( x ) d xb et h e
d i s s i p a t e de n e r g yi nt h em a c r o - m e s hw a n d
Z = – g r a d H .K b g r a d Ht h ee n e r g yd e f i n e df r o m
t h em a c r o s c o p i cm a g n i t u d e s ;t h e n ,t h ec o n d i t i o n s :

E ( z )= E ( e ) ,C ; ( r )= C , ( r )( 5

i m p l yt h en e c e s s a r yc o n d i t i o n .C r e p r e s e n t st h e
c o v a r i a n c e .

N o t et h a ti ft h eb l o c ko v e rw h i c ht h eu p - s c a l i n gi
d o n ei sl a r g ee n o u g h ,t h eu p - s c a l e dp e r m e a b i l i t yt e n d s
t o w a r dt h ee f f e c t i v ep e r m e a b i l i t yi fi te x i s t s .

l i l l i l ~ K b= K , f( 6

I ti sm o s ti m p o r t a n tt or e m e m b e rt h a tt h eb l o c k
p e r m e a b i l i t yi sn o tu n i q u e .I td e p e n d so nt h eb o u n d a r y
c o n d i t i o n s .F o re x a m p l e ,f o rt h es t r a t i f i e dm e d i u mi
F i g .1 ,u s i n gt h ec r i t e r i o no fe q u a lf l u x ,t w od i f f e r e n t
r e s u l t sa r eo b t a i n e di ft h ec a l c u l a t i o ni sm a d ew i t h
u n i f o r mb o u n d a r yc o n d i t i o n s( p r e s c r i b e dh y d r a u l i c
h e a dv a r y i n gl i n e a r l yo v e ra l lt h es i d e so ft h eb l o c k )o
w i t h
w i t h

p e r m e a m e t e r - t y p eb o u n d a r yc o n d i t i o n s( t w os i d e s
a p r e s c r i b e dh e a da n dt w os i d e sw i t hn of l o w ) :

“ n( :
‘( )9.05 0K ~ e r m e a m e t e r

o 9 “ 0 5

T h u s ,b l o c kp e r m e a b i l i t yi sn o ta ni n t r i n s i cc h a r a c t e r -
i s t i co ft h em e d i u ma so p p o s e dt oe f f e c t i v ep e r m e a b i l i t y .
M o r e o v e r ,s u b j e c tt oc e r t a i nb o u n d a r yc o n d i t i o n sf o
c e r t a i nm e d i a ,i th a sb e e ns h o w nt h a tt h eb l o c k
p e r m e a b i l i t yt e n s o ri sn o n - s y m m e t r i c . 4 0’ 8 5 ’ 1 1* ’ 1 1 5

W eh a v ed i v i d e dt h em e t h o d sf o rc a l c u l a t i n gt h e
e f f e c t i v eo rb l o c kp e r m e a b i l i t yi n t ot h r e eg r o u p s :
d e t e r m i n i s t i c ,s t o c h a s t i ca n dh e u r i s t i c .T h ef i r s to n e s

F i g .1 .R e s u l t so fa s i m u l a t i o no na m e d i u ms t r a t i f i e da t4 5 °i
r e l a t i o nt ot h ex - a x i sw i t hu n i f o r mb o u n d a r yc o n d i t i o n s( i . e
p r e s c r i b e dh e a d sv a r y i n gl i n e a r l ya l o n gt h es i d e s ) .T h ed a r k
b a n d sh a v ea p e r m e a b i l i t yo f1m Da n dt h el i g h to n e sa
p e r m e a b i l i t yo fI O O m D .T h el i n e sr e p r e s e n tt h eh y d r a u l i ch e a d

c o n t o u r sa n dt h ea r r o w st h ef i l t r a t i o nv e l o c i t y .

a s s u mt h at hg e o l o g im o di p e r fk na
o p p o s et t hs t o c h a st e c h nt ho na s
a a p p r o x i m ak n o w l eo t hm oa t a
p r o b a b i l i s tv i eT hh e u r im e tp r or
f oc a l c u l a t ip l a u s ie q u i v ap e r m e a

F oe a cg r oo m e t h od i f fc a l c
t e c h n i q u ec ab u s ea n a l y to n u m ee xo
a p p r o x i m a t eA f i nc r i t eo c l a s s ii t
w h i cd i s t i n g u i sb e t wl o ca n o n -m e
I t hn o n - l o cm e t h ot hp e r m e ao a b
d e p e n db o to t hi n t e ra t e x tp e
a b i l i tv a l u eI t hl o cm e t hi o nd eo
t he l e m e n t ap e r m e a b iv a li n st b lM
o t hm e t h op r e s e nh ea rl oo n

T ha r t i ci l a io ua f o l lS e c2 i d e
t t hb o u n do t he q u i v ap e r m e aw ha
t h eu s ei S e c t i3 i d e a lw ih e u rm e t
S e c t i o n4 a n5 d e ar e s p e c tw id e t e ra
s t o c h a s t it e c h n i q uS e c t6 c o m pt d i f
t e c h n i q u ea no f f es or e c o m m e n

2 I N E Q U A L I T IF OT HE Q U I V
P E R M E A B I L I

2 .W i e n eb o u n

T h ii n e q u a l ii a lc a l lt hf u n d ai n e
b e c a u si i a l w av a l iI h ab ed e m o nb a
g r e an u m b eo a u t h oe .W i e n eC a ra
P a r s o n s

1 M a t h e r o na nD a g* a mo t

p h< K e< P (

w i tP = h a r m o nm ea nP = a r i tm e

2 .H a s h ia nS h t r i kb o u

T h ea ru s ef oi s o t r ob i nm e d

(

w h e r~ a n~ a rt hf r a c to t p e r m
p h a s ek a nk ,kl is higher than k. and

~ a= ~ o k o+ ~ l k.
T hd e m o n s t r a to H a sa S h t ri

b a s eo a m o do t hm e db uo c o m
s p h e r e( s eF i g3 )E ac o m p os p hi d eb
a i s o t r o ps p h ew ia c o n sp e r m eK a
a i s o t r o pc o n c e n ts h ew ia K Op e r m
B u s i nt hm e t ho s e l f - c o nm e(
S e c t i o4 . 3i i p o s s it c a l c ua a p p r
v a l uf ot hp e r m e a b io t hm e dT m a
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, m x

I m

x

, 0

,

.

0.1 0.2 LM a4 ~: 0.6 0.7 0.8 0.9 ,

( a )( b

F i g .2 .B o u n d sf o rt h ee q u i v a l e n tp e r m e a b i l i t yi na b i n a r ym e d i u( k= 1 k = 1 0 0 0( aT ha r i t h mg e o ma h a
m e a n sa r ep l o t t e dv e r s u st h ep r o p o r t i o no fp h a s ez e r oi nt hm e d i u m( bt hH a s ha nS h t r ib o ua p l ov et

p r o p o r t i o no p h a s

p e r m e a b i l i t yi so b t a i n e db ya s s u m i n gt h a tt h es p h e r e s
a r et h el o w - p e r m e a b i l i t ym e d i u ma n dt h es h e l l sa r et h
h i g h - p e r m e a b i l i t yo n e( K i n= k o ,I &= k l ) .T h em i n i
m u mp e r m e a b i l i t yi so b t a i n e db yi n v e r t i n gt h e s
p e r m e a b i l i t i e s :c o n d u c t i v es p h e r e sa n dr e s i s t a n ts h e l l
( K i n= k l ,K O U ,= k O ) .A m o r er i g o r o u sd e m o n s t r a t i o n ,
b a s e do na v a r i a t i o n a lp r i n c i p l e ,g i v e st h es a m er e s u l
w h i c hp r o m p t st h ea u t h o r st oc o n c l u d et h a tt h e s
b o u n d sa r et h eb e s tp o s s i b l ei nt e r m so fv o l u m e t r i c
f r a c t i o n s . s 4

B u t ,F i g .2 s h o w st h a tt h e r ei sn ol a r g ed i f f e r e n c e s
b e t w e e nW i e n e r( F i g .2 a )a n dH a s h i na n dS h t r i k m a n
( F i g .2 b )b o u n d s .

2 . 3C a r d w e l la n dP a r s o n sb o u n d s

C a r d w e l la n dP a r s o n s ’ Gu s e da ne l e c t r i ca n a l o g ya n dL
L o c ’ h 7 4u s e da v a r i a t i o n a lm e t h o dt os h o wt h a tt h
e q u i v a l e n tp e r m e a b i l i t yi na g i v e nd i r e c t i o ni sb o u n d e db
( F i g .4 ) :

t h ea r i t h m e t i cm e a no ft h eh a r m o n i cm e a n so t h
p o i n tp e r m e a b i l i t i e s ,c a l c u l a t e do ne a c hc e l ll i n
p a r a l l e lt ot h eg i v e nd i r e c t i o n( l o w e rb o u n d ) ;
t h eh a r m o n i cm e a no ft h ea r i t h m e t i cm e a n so t h
p o i n tp e r m e a b i l i t i e sc a l c u l a t e do v e re a c hs l i c eo a
c e l lp e r p e n d i c u l a rt ot h eg i v e nd i r e c t i o n( u p p e r
b o u n d ) .

F i g .3 .A s s e m b l a g eo fc o m p o s i t es p h e r e s( f r o mH a s h i n s 4 )

. . .
z e ri t hm e d i u

K = p ; ( p j ( p< K :

2 .M a t h e rb o u n

I t hc a so a i s o t rt w o - d i m
m o s a iw i tt wp h a sM a t ho b t a

~ > 0 . 5K e~ K ,

~ < 0 5K ,< K ,

. f= 0+ K e= m

w i t

[
K ,= ; ( f– f o )– / t

+ ( .– . f o )– k o+ 4 k1

(

r a

(

N o tt h at h ir e l a tr e m av ai t m oi
i n v a r i ab a 9 0r o t a tF u r t h eM a t
d e m o n s t r a tt h a

– k o k ,. A+ .+ ( )– k (
, f o k+ ,m J k { )– k

w i t

m = , fk + , f o

( P ,= . fk + . f o kc r= , f ;( - k (

F i g u r5 i l l u s t rt ht d i f fb et
m a x i m ua nt hm i n ib o uo M a ti
m u cs m a l lt ht hd i f f eb e tW io
H a s h ia nS h t r i km a x ia m i n
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\

x
+ ‘m7 Jo C a r dM
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P ( P :K ?P ( P ( G )

F i g .4 .C a l c u l a t i o no fC a r d w e l la n dP a r s o n s ’b o u n df of l oi t hx - d i r e c

2 . 5E n eb o u n d s

E n e 3 5u s e st h em e t h o do fh o m o g e n i z a t i o n( s e eS e c t i o n
4 . 7 )a n do b t a i n sb o u n d st h a tg e n e r a l i z et h o s eo fR u b i n -
s t e i na n dT o r q u a t o 9 9i nt h ea n i s o t r o p i cc a s e .T h e s e
b o u n d sa r ew r i t t e na sa s e to fd i f f e r e n t i a le q u a t i o n st h a t
r e q u i r ea n u m e r i c a ls o l u t i o nf o rt h eg e n e r a lc a s e .

3 H E U R I S T I CM E T H O D S

3 . 1S a m p l i n g

T h ef i r s tt e c h n i q u ei ss i m p l yn o tt oc h a n g es c a l e s .A b l o c k
i sg i v e nt h ep e r m e a b i l i t ym e a s u r e da ti t sc e n t e r .T h i sv e r y
b a s i ct e c h n i q u ei sc o m m o n l yu s e di nt h ep e t r o l e u m
i n d u s t r ya n dc o n s i s t si np a s s i n gf r o ma m e a s u r e m e n ta
t h e1 0c ms c a l et oa b l o c ko nt h em e t e rs c a l e .

3 . 2A v e r a g i n gm e a n s

T h eg e n e r a li d e ai st ot a k ea v a l u eb e t w e e nt w o
t h e o r e t i c a lb o u n d s .

S -
“0 0.1 0 . 20.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

f o

F i g .5 .M a t h e r o nb o u n d sf o rt h ee q u i v a l e n tp e r m e a b i l i t yi na
b i n a r ym e d i u m .( k O= 1 ,k ,= 1 0 0 0 )a sa f u n c t i o no ft h e
p r o p o r t i o no fp h a s ez e r oi nt h em e d i u mK ma n dK , ca r et h e

b o u n d sd e f i n e di ne q n s( 1 0 )a n d( 11 ) .

2

3 . 2 .F u n d a m e n tb o u n
M a t h e r o n 7s u g g e sa f o r mw ht e f f
p e r m e a b i l ii a w e i g ha v e ro W i eb o

K .= p ~ ~ ~ -w ia E [ 01 (

I t hm e d i ui s t a t i s t ih o m o ga i
t r o p i ct he x p o n ea i g i vb t e q u a

D –
Q =

D
(

T h if o r m ui r i g o r oe x ai t c o a
f a c t o r i z ep e r m e a b i l i ti .o t f o

K ( x= k ( x) k ~ ( x. . .k ~ (

I t hc a so a a n i s o t rb s t a t i sh o
g e n e o um e d i uA b a bt a k

@ = ( V : i ) ( f l ;

~ = ( – l h / l i )(

w h e r/ i t hc o r r e l a tl e ni t r e ld i r
a nl i t hh a r m o nm eo t hc o r r el ei
t hp r i n c i pd i r e c t io a n i s o t

3 . 2 .C a r d w ea nP a r sb o u
A c c o r d i nt K r u e l - R o m eG u e r i lp r ot
w t a kt hg e o m e tm eo t t C a ra
P a r s o nb o u n da nL e m o ug e n e rt hi b
p r o p o s i n gf ot h r e e - d i m e n sm e d
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i n f l u e n c eo fa n i s o t r o p y .I nt h r e ed i m e n s i o n s ,h ew r i t e s

( @ , , @: 3 + d , 2 d , , 3 ) K ( 1 -d , 3 - @ , 3 ) K (l - @ y 2 ) ~ , 3 K ( l - @ , ,) o , > ,( 1 ( $K ; x= K 12 3 4

w i t h

$ “ 2=
a r c t a n~

1 9 Z 2=
a r c t a n@ j

r r / 27 r / 2

O J > 3=
O Y 2 ( 1– o z ~ )

9 , 3=
6 , 2 ( 1– q 2 )

1 – o @ z 21 – o y 2 e z 2

a ja n da .r e p r e s e n tt h ea n i s o t r o p yf a c t o r st h a ta r ed ut
t h ef l a t t e n i n go ft h eg r i da n dt ot h ea n i s o t r o p yo t h
l o c a lp e r m e a b i l i t i e s( w h i c hi sa s s u m e dc o n s t a n to v e ra l
t h em e s h e s ) .

3 . 3P o w e ra v e r a g e

J o u r n e le ta l . 6 0p r o p o s et h a tK e fb ee q u a lt oa p o w e
a v e r a g e( o ra v e r a g eo fo r d e r p )w i t ha ne x p o n e n tp i t h
i n t e r v a lb e t w e e n– 1 a n d+ 1 ,d e p e n d i n go nt h es p a t i a
d i s t r i b u t i o no ft h ep e r m e a b i l i t i e s .

f l f ’ = ’ k p ) ’ ’ ’ = ( w p d v ) ” p
( 1 7

N o t et h a tp = – 1c o r r e s p o n d st ot h eh a r m o n i cm e a n
l i m p + O~ Pt ot h eg e o m e t r i cm e a na n dp = 1 t ot h
a r i t h m e t i cm e a n .F o rs t a t i s t i c a l l yh o m o g e n e o u sa n
i s o t r o p i cm e d i a ,o n eo b t a i n s : g g

p =1 –( 1 8

T h i sv a l u ef o rt h ee x p o n e n tp c o r r e s p o n d st oM a t h e r o n ’ s
c o n j e c t u r ea n di sd i s c u s s e di nm o r ed e t a i l sf u r t h e r( s e
S e c t i o n5 . 2 ) .

I nt h ec a s eo fa l o g - n o r m a lm e d i u m ,A b a b o ue a Z .
o b s e r v et h a t :

F o ra b i n a r ym e d i u m ,

K e ~= [ , f i k ;+ f l k ~ ] l ’ p

e q n( 1 7 )b e c o m e s :

( 1 9

D e u t s c h 2 7r e c o m m e n d st h eu s eo ft h i st y p eo
e m p i r i c a lf o r m u l af o rb l o c kp e r m e a b i l i t y ;t h ee x p o n e n t
p i so b t a i n e db yf i t t i n g .

3 . 4F l e x i b l eg r i d

O n ed i f f i c u l t yc o m m o nt oa l lm e t h o d si n v o l v i n gb l o c
p e r m e a b i l i t yi st h a tt h em o r et h ep e r m e a b i l i t yv a r i a b i l i t y
i n c r e a s e si nt h ev o l u m eu s e df o rt h ea v e r a g i n g ,t h
g r e a t e ri st h eu n c e r t a i n t yo nt h eu p - s c a l e dp e r m e a b i l i t y .
O n ec a nm i n i m i z et h ee r r o rb ya u t o m a t i c a l l ya d j u s t i n g

t hl o c as i zo t hl a r g e -g ra a f u no f
e x a m p lt hp e r m e a b iv a r io t s m a
g r i dT h ia p p r ow af i ru sb G ae a a
s e e mv e rp o p u li nf oe x a mt p e t
i n d u s t rR e c e n tD u r l oe a lT a
J o u r n e 1 1a nY a m a1 h as he x aw
t h it e c h n i qw aa p p lt m u l t if lT
a rs e v e rt y po f l e xg r ig rw ht
g e o m e td e p e no no t p e r m ef a
t h o st h at a ki na c c ot f lc o n dS
a rd e f o r mr e g ug r io t ha m ol n e
m e s h e s .

4 D E T E R M I N I SM E T

I t hd e t e r m i n im e t ht p e r mf
K ( x , yz a nt hb o u n dc o n d ia a st
b k n o wF oa s u f f i c is i mp e r mf
( e . ga s t r a t i fm e d i ue x aa n a ls o lc
b f o u nF om og e n ec a st ha t h
( p e r c o l a t i oe f f e c tm e d is t r e ar e n o
i o nt h ac ab u st m aa p p r o xc a l c
w i tv a r y ip r e c i sA a p p rw hi i
p r i n c i p lm o rg e n ec o n si s o ln u m
t hd i f f u s ie q u a t iF i n at h o m o g
t h e o r yt ht h e oo a v e r aw ic l oa t
m e t h oo m o m e nr e p lt d is ob
e q u i v a l ep r o b l et ha lr e qn u ms o l
T hl a st h rt h e o ra rc l a s sa h o m o
e q u a t im e t h o d

4 .A n a l y t i cs o l u to t hd i f fe q u

T hd i f f u s ie q u a t( d i v [ K g= O c b s o
a n a l y t i c a lf ou n i ff li s t r am eI t
b e sk n o wr e s u la rt ht e q u ip e r m
f oa f l op a r a lt t hs t ri t a r i tm o
t hp o i np e r m e a b i l ip a nf f lp e r p
t t hs t r a tt hh a r m om ey ,T hr ec
b u s ew h et hp o ip e r m e a ba s cW
t hl o c ap e r m e a b i l ia rt e n s oQ u ia
W h i t a k e rs h ot h af oa s t r a tm ec o
o t wp h a sw ip e r m e a bK a K t
e f f e c t ip e r m e a b it e ni e x p rb

K e f= f O K+ . f I

w h e r e f= V oV ti t hf r a co t m ew K
p e r m e a b i l ia nA = V 1 / Vi t f r ao t
m e d i uw i tK p e r m e a b iT hr ei o e x
o t hu so t ht h e oo l as ca v e rN
t h at hs a mr e s uw ao b t ab K aa L a
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T a b l e1 .P e r c o l a t i o nt h e o r y ,v a l u eo ft h ec o e f f i c i e n t si e q( 2 1

T y p eo fm e d i u mA n P R e f e

2 Di s o t r o p i c0 .1 1
2 DD e p e n d so nm e d i u mD e p e n do m e d i1 .2
3 DD e p e n d so nm e d i u mD e p e n do m e d i1 .2
3 DD e p e n d so nm e d i u mD e p e n do m e d i1 4

w i t ha g r o u p i n go fo n l yt w ob l o c k sw i t hk n o w n
p e r m e a b i l i t i e s .K a s a pa n dL a k e 6 3s u g g e s tt h eu s eo
t h i sr e s u l ta n do ft h er o t a t i o nf o r m u l a s( c h a n g eo
r e f e r e n c ea x i s )f o ra n a l y t i c a lc a l c u l a t i o n so fb l o c k
p e r m e a b i l i t yi nm e d i aw i t hs l a n t e ds t r a t i f i c a t i o n s .

4 . 2P e r c o l a t i o nt h e o r y

T h ep e r c o l a t i o nt h e o r yd e a l ss t a t i s t i c a l l yw i t ht h e
p r o b l e mo fc o m m u n i c a t i o na c r o s sc o m p l e xs y s t e m s
c o n s t i t u t e db yo b j e c t st h a tm a yo rm a yn o tb
c o n n e c t e d .

A c l a s s i c a le x a m p l e z li st h a to fa s e ad o t t e dw i t h
i s l a n d s .I ft h es e al e v e lr e c e d e s ,t h ei s l a n d sb e c o m el a r g e r
a n dg r a d u a l l y ,s o m eo ft h e ma r es t r u n gt o g e t h e rb
c o a s t a lb a r r i e r s .I ft h es e ac o n t i n u e st os h r i n k ,a
c o n t i n e n tw i l le m e r g ea ta c r i t i c a lp o i n ti nt h es e a
l e v e l .T h e r ei st h e na c o n t i n u o u sp a t h w a yt h r o u g ht h e
n e t w o r ko fc o a s t a lb a r r i e r sb yw h i c ha l lt h ei s l a n d sa r e
l i n k e d .T h i st r a n s i t i o ni sc a l l e dp e r c o l a t i o nt r a n s i t i o na n d
t h ec r i t i c a lp o i n ti sc a l l e dp e r c o l a t i o nt h r e s h o l d .

T h i st y p eo ft r a n s i t i o na p p e a r si na g r e a tv a r i e t yo
p r o b l e m s :v i s c o s i t yo fp o l y m e rm a t e r i a l s ,c o n d u c t i o ni
h e t e r o g e n e o u sm e d i a ,d i f f u s i o no fi n f o r m a t i o no ro
a v i r u si na p o p u l a t i o n ,e t c .M o r es p e c i f i c a l l y ,G u y o n
e ta l . , 4 ga n dm o r er e c e n t l y ,B e r k o w i t za n dB a l b e r g , 1 2
h a v es t u d i e dt h ea p p l i c a t i o n so ft h i st h e o r yt ot h e
p h y s i c so fp o r o u sm e d i a .

I nt h ef i e l do fe q u i v a l e n tp e r m e a b i l i t y ,t h ep e r c o l a t i o n
t h e o r yh a sb e e na p p l i e dt om a t e r i a l sw i t ht w op h a s e s ,
o n eo fw h i c hi sn o n p e r m e a b l e .L e tn b et h ep r o p o r t i o no
p e r m e a b l em e d i u m .C l o s et ot h ep e r c o l a t i o nt h r e s h o l d :

n < n c~ K e f= O

n > n c- iK e f= A x ( r f– n c ) ”( 2 1 )

+ = - J . a
2

‘ W ;‘ > .
/

/

w h e rp i t a k et d e p eo no t s pd i m
a nA a nn d e p eo t hg e o mo t n e
( s eT a b l1 )

4 .T h e o ro e l % e tm e d

A p a rf r oe f f e c tm e d it h e( E Mt ha
o t h en a m ef ot ht h e os e l f - c o na p p
u s eb M a t h e r oo e m b e dm a tm e tu
b D a g a nT hh e t e r o g e nm e dc o n sb
h o m o g e n e ob l o cp l a cs ib s ii r e pb a
s i n g li n c l u s io K p e r m e a be m bi a
h o m o g e n e om a t rw ia u n kp e r m
K ( F i( jT hb o u n dc o n d ia f e n

a w af r ot hi n c l u sf ot ha s s u mt b m
t h at hh e ag r a d i ea nt h e rt f li
c o n s t a na r o ut he m b e dm a t eI t i n c
h aa s i m p lf o rt h ei a a n a l ys o lf t
h y d r a u l ih e af i ei n s ia no u t si T h y p
a ra f o l l o wt hp e r t u r b ao t h ef id t
a ni n c l u s id n oi n t e rw it p e r t u
c a u s eb a n o t hi n c l u sa nK = K e

D a g a n ’m a dt hc a l c u l af s p h ei n
s i o na nf o u nt hf o l l o we x p r e s

K .= ~
[

m f (K)dK ‘1
D O K(D – 1) + K.f1 (

w h e rf ( K )i t hp r o b a b id e nf u no t
p e r m e a b i l i tD i t hs p ad i m e nE q u(
c ab i n t e g r a tn u m e r i cb i n c r eK
u n t ie q u a l ii o b t a i nK i np r o pa s i
f o r m u l aD a g a na nP o l eg ia m oc o
f o r m u lf oe l l i p s o ii n c l u sb w ht ho b
a a n i s o t r o pe f f e c tp e r m e a bt e n

— . * K K

—‘ w +
( a )( b( c

F i g .6 .S c h e m a t i cr e p r e s e n t a t i o no ft h es e l f - c o n s i s t e n tm o d e lf r oD a g a n . 1( aH e t e r o g e n em e dc o n s tb p iw
c o n s t a n tp e r m e a b i l i t yp u ts i d eb ys i d e ,( b )i n c l u s i o ne m b e d d e di a u n i f o rm a t rw i tc o n s tp e r m e aK ( i n c

r e p r e s e n t e db ya s p h e r o i de m b e d d ei a i n f i n im e d i u
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W
( a )( b )

F i g .7 .A p p r o x i m a t em e t h o df o rc a l c u l a t i n gt h el e n g t ho
s t r e a m t u b e :( a )r e a ls t r e a m l i n e ;( b )a p p r o x i m a t i o nb ys t r a i g h t -

l i n es e g m e n t s( f r o mB e g ga n dK i n g ’” ) .

I nt h ec a s eo fb i n a r ym e d i a ,e q n( 2 2 )b e c o m e s :

K e ~= ~
[

h + h1
– 1

D k .+ ( D– l ) K e fk [+ ( D– l ) K e f

( 2 3

A c c o r d i n gt oD e s b a r a t s ,2 5t h i sf o r m u l ai ss a t i s f a c t o r y

f o r~ 0< 0 “ 6w i t hp h a s eO r e p r e s e n t i n gt h el o w e s
p e r m e a b i l i t y .

4 . 4S t r e a m l i n e

T h es t r e a m l i n em e t h o di su s e dt oc a l c u l a t et h ev e r t i c a
p e r m e a b i l i t yo fa b i n a r ys a n d – c l a ys y s t e m .T h ec l a
f o r m a t i o n sa r ed e s c r i b e db yr e c t a n g l e s( i n2 D )o f l a
p a r a l l e l e p i p e d s( 3 D )w i t hz e r op e r m e a b i l i t y .T h es a ni
a s s u m e dt oh a v ek ~ ja n dk V ja n i s o t r o p i cp e r m e a b i l i t i e s .
T h eu p - s c a l e dp e r m e a b i l i t yi so b t a i n e db yc a l c u l a t i n g
t h eh e a dl o s s e sa l o n ga t o r t u o u st u b ec i r c u l a t i n gi n s i d
t h es a n dm a t r i x( F i g .7 ) . 5 2’ 7 8A ni m p r o v e m e n to nt h i
m e t h o di so b t a i n e db yi n c o r p o r a t i n gs t a t i s t i c a lp a r a m
e t e r so nt h es i z ea n dn u m b e ro fc l a yi n c l u s i o n sa n
g e n e r a l i z i n gi st os t r a t i f i e dm e d i a . l ”

T h ef o l l o w i n gf o r m u l ai st a k e nf r o mt h er e v i e wb
F a y e r sa n dH e w e t t : 3 8

~ = ( 1- F J H 2
N S1

“ ‘ s~ S i s , i

( 2 4

w h e r eF Yi st h ef r a c t i o no fc l a yi n c l u s i o n s ,N ~t h en u m b e r
o fs e l e c t e ds t r e a m l i n e s ,H t h ef o r m a t i o nt h i c k n e s s ,S t h

l e n g to t hi ts t r e a ma S t l ew e
b t hp e r m e a b i l

w h e rn i t hn u m bo i m p e ri n c lf i
l a y e rT hh o r i z o nl e n go t k s i t i
s t r e a m l io t hj tl a yi g ib

d i i= r l q k lo r 2 i j k w

w h e rr l t ia nr 2a ru n i fr a nn ua l i

a nW qa rt hl e n ga nt h i c ko t i n c

4 .R e n o r m a l i z a t

H i s t o r i c a l lr e n o r m a l i zh i o ri s t a
p h y s i c6 2 , 1I ta p p l i c at t p r oo c a l

i nt he q u i v a lp e r m e a bi g e n ea s s
w i tK i n g .H o w e va m e to t s t w
p r o p o sb L L o c ’( p1 01 0

R e n o r m a l i z a ti a r e c u ra l g oT e q
l e np e r m e a b i lo a f i n e -g ri d e t eb a
s e r i eo s u c c e s sa g g r e g a tF e x ai a s
o d i m e n s iD o np r o c ef ra g ro 2 m e
t a l e sf i n ed i s c r e to nw i2 1 ”m eT
p r o c e d ui t h er e p e au na g ro t d es i
f o u n du l t i m a to ns i nm e( F8

T hb a so p e r a ti t e q u ip e r m
c a l c u l a t io a c ew i2 m e sS it hi n
e x a cf o r m ui t wa nt hd i m et
c a l c u l a t ih at b a p p r o xK iu t
a n a l o go a e l e c tn e t wt r e pa p o
m e d i u mT hp e r m e a bi o b t ab s u c
s t a r – t r i a n gt r a n s f o r m aT he x p ri e q
l e nt a s o l u to t hf lp r ob a f
d i f f e r e nm e t hw ia c e n tf o r m u

S e v e rv a r i a t ih ab ep r o pa d e
b e l o wT h eu s u a lc o n ct t yo f id i f
f o r m u l a t ia nt hb o u n dc o n d iF e x
a d i r e cf o r m u l a ts e em oe x( K r u e
t hp e r m e a b i li a s s i gt e al ib et

“
* n D m e ~ h e ~2 ( n - l ) D~ = h eo ns i nv a

F i g .8 .G e n e r a lp r i n c i p lo r e n o r m a l i z a t i
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C e n t r e da n a l o g u e

E l e c t r i ca n a l o g u e su s e dt oc a l c u l a t et h eu p - s c a l e dp e r m e a b i l i

n o d e s ,a n dn o tt oe a c hb l o c ks u r r o u n d i n ga n o d e ) .
G a u t i e ra n dN c e t i n g e r 4 2c a l c u l a t ea c o m p l e t et e n s o rb
u s i n gp e r i o d i cb o u n d a r yc o n d i t i o n s .F u r t h e r m o r e ,t h e y
u s et h i sm e t h o dt oc a l c u l a t et h ev e l o c i t yf i e l di nt h
m e d i u m .F i n a l l y ,L eL o c ’ h 7 4p r o p o s e sa no r i g i n a l
m e t h o dw h e r et h em e s h e sa r eo n l yg r o u p e dt w ob yt w o .

4 . 5 . 1D i r e c t i o n a lp e r m e a b i l i t y
I nt w od i m e n s i o n s ,t h ec a l c u l a t i o nc a nb ec a r r i e do u
e i t h e rb ys u c c e s s i v es t a r – t r i a n g l et r a n s f o r m a t i o n so
b yw r i t i n ga l i n e a rs y s t e mo ft h ef i n i t ed i f f e r e n c et y p e .
T h et w op r o c e d u r e sa r ee q u i v a l e n ta n dp r o d u c et h
f o r m u l a : 6 5

~ : x= 4 ( r k ,+ k q ) ( k z+ k t ) [ k z k i ( k l+ k ~ )+ k l k q ( k z+ k ~ ) ]
[ k , k 4 ( k ,+ k , )+ k , k , ( k 2+ k i ) ] [ k ,+ k z+ k q+ k i ]

+ 3 ( k ,+ k j ) ( k ~+ k ~ ) ( k l+ k j ) ( k 2+ k ~ )

( 2 5

I nt h e i ra r t i c l e ,H i n r i c h s e ne ta l . 5 6g i v et h eF o r t r a n
c o d ef o rc a l c u l a t i n gt h i se x p r e s s i o n ,i nt w oa n dt h r e e
d i m e n s i o n s .

4 . 5 . 2T e n s o r
G a u t i e ra n dN c e t i n g e r 4 2p r o p o s ea m e t h o df o rc a l c u l a t -
i n gt h ec o m p l e t et e n s o r .T h eb o u n d a r yc o n d i t i o n sa r
p e r i o d i ca n dt h ef i n i t ed i f f e r e n c ef o r m u l a t i o nd i r e c t .

T a k ea s q u a r en e t w o r ko ff o u rm e s h e s .T h em e s h e s
a r en u m b e r e df r o m1 t o4 ( s e eF i g .9 ) .T os i m p l i f yt h
n o t a t i o n ,o n ea s s u m e st h a tt h es i z eo ft h em e s h e si s1 x 1
a n dt h ee x p o n e n tf o rt h ed i a g o n a lt e r m so ft h
p e r m e a b i l i t yt e n s o r s( k ”= k ’ )i sn o tr e p e a t e d .T h e
b a l a n c ei sw r i t t e na te a c ho ft h ef o u rn o d e s .T h e n ,t h
c o e f f i c i e n t so nt h eh e a d sa r ef a c t o r i z e d .T h i sr e s u l t si na
s y s t e mo ff o u re q u a t i o n sw h e r et h ef o u ru n k n o w n sa r
t h eh e a d s .N o t et h a tt h i ss y s t e mi sl i n k e da n dt h a ti i
t h e r e f o r ep o s s i b l et of i xa h e a dv a l u e( e . g .h 4= O )a n d
s o l v eo n l ya 3 x 3 s y s t e m .

() ( k ;k ;
h l

A h2 = k ; y– k ;– k ; yk ]

h ~~ k : y– k : Y– k ;)

“( )A H X

A H Y

D i r e ca n a l o g

o a e l e m e n tc ei t d i m e n

w i t

T h e nt hg l o bf lr a to vt d oa
c a l c u l a t eb s u m m it he l e m ef lr ao
e a cm e s h

[

U = – k ; h+ ( k+ k ; Y– k :

+ ( k+ k j ) A+ k ~ y

U = – k ~ h– k j+ ( k+ k – k :

+ k ; Y A+ ( + k ; )

U s i nt h e se q u a t i oU a nU a e x pi a
c o m p l em a n na f u n c to A a A T
e q u i v a l et e n si o b t a ib y

a nb t a k it hs p e cs o l u tA = 1 A = O
a nA H= O A H= 1 o nf i n

(U xo U y (1
‘ = U , (o U y1 )

(

4 . 5 .S i m p l l j ir e n o r m a l i z
T h im e t h ow ap r o p ob L L o c ’T c a
t i oo t hb a sc ei d ob s u c c eg r oo
t wm e s h eI t ht wm e sa i s e rr e lt t
f l od i r e c t i ot hp o ip e r m e a ba a v
w i ta h a r m o nm e aI t ha i p a ra
a r i t h m e tm e ai u s eA e ai t e r at d i r
o t hg r o u p ii c h a n gI t hd i m ef
e x a m p l ea g r o u p ia l ox i a l t e rw io a
z a nf i n a la l oy T ho r di k ed ut w
p r o c e s( F i g1 0 )D e p e n do t c h oo s u c
d i r e c t i o nt hv a l uo t hu p - s cp e r m ew
b d i f f e r e n

W s h a lo n ld i s ct ht we x tv at
c o r r e s p ot t hc a st hs t ao e b a g r o
i s e r i ei r e l a t it t hf ld i r ei b a
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F i g .1 0 .E x a m p l ei nt w od i m e n s i o n so ft w op o s s i b i l i t i e sf ot hs u c c e s s ig r o u p if oc a l c u l at p e r m ea lx T
s y m b o l, u ~r e p r e s e n t st h eh a r m o n i cm e a no ft w om e s h eg r o u p ei t hx - d i r e c tK i t ha r i t hm i y

h a r m o n i cm e a n .F o re x a m p l e ,f o ra f l o wi nx t h
m a x i m u ma n dm i n i m u mv a l u e sa r e :

A tt h ee n do ft h er u n ,w et a k et h eg e o m e t r i cm e a no
t h e s et w ov a l u e s .

( 2 7

4 . 6N u m e r i c a ls o l u t i o no ft h ed i f f u s i o ne q u a t i o n

T h e r ea r es e v e r a lt e c h n i q u e sf o rs o l v i n gp a r t i a ld i f f e r
e n t i a le q u a t i o n sn u m e r i c a l l y :f i n i t ed i f f e r e n c e s ,f i n i t
e l e m e n t s ,m i x e df i n i t ee l e m e n t s ,s p e c t r a le l e m e n t s ,e t cI
t h ec a s eo ft h ed i f f u s i o ne q u a t i o n ,t h e ym a k ei tp o s s i b l e
t oc a l c u l a t ea na p p r o x i m a t es o l u t i o n( h ( x ,J ’ ,z )a n
U ( X ,y ,z ) )f o ra n yp e r m e a b i l i t yf i e l da n da n yb o u n d a r y
c o n d i t i o n s .

4 . 6 . 1L o c a lm e t h o d s
D i r e c t i o np e r m e a b i l i t y .A d i r e c t i o n a lf l o w ,s u c ha i a

p e r m e a m e t e r ,i ss i m u l a t e dn u m e r i c a l l yb yp r e s c r i b i n g ,a
b o u n d a r yc o n d i t i o n s ,a h e a dg r a d i e n to fA H / Lb e t w e e n
t w os i d e so ft h eb l o c ka n dn of l o wo nt h ep e r p e n d i c u l a r
s i d e s .T h en u m e r i c a ls i m u l a t i o ng i v e st h ef l o wr a t eo v e
e a c hm e s h .T h et o t a lf l o wr a t eQ c r o s s i n gt h em e d i u mi
o b t a i n e db ya d d i n gt o g e t h e rt h ee l e m e n t a r yf l o wr a t e s
T h eb l o c kp e r m e a b i l i t yi sg i v e nb y :

K, - Q L
S A H

( 2 8

w h e r eL i st h ed i s t a n c eb e t w e e nt h et w os i d e sw i t ha
p r e s c r i b e dh e a d ,A Hi st h eh e a dd i f f e r e n c ea n dS i t h
c r o s s - s e c t i o nt r a v e r s e db yt h ef l o wQ .B yr o t a t i n gt h
b o u n d a r yc o n d i t i o n sa n dr e p e a t i n gt h ef l o ws i m u l a t i o n ,
o n eo b t a i n st h ep e r m e a b i l i t yi nt h et h r e ed i r e c t i o n s ,x y
a n dz .T h i st y p eo fc a l c u l a t i o nd a t e sb a c kt ot h ev e r
b e g i n n i n go ft h eu s eo fn u m e r i c a lm e t h o d s . 1 0 7

T e n s o r i a l p e r m e a b i l i t y .D u r l o f s k y 2 9s u g g e s t st h eu so
p e r i o d i cb o u n d a r yc o n d i t i o n s .W i t ht h i sm e t h o d ,i i

p o s s i bt c a l c u l af oa g r a di a g id i r
t hf l u xi a ld i r e c t iT p e r m et ei
t h eg i v eb y

(

w h e rQ i t hf lr ai t u d i r er e
f r oa h e ag r a d ii t hv d i r e( AW
p e r i o db o u n d ac o n d i ta u so c o ba
p e r m e a b i l it e n st hi a l ws y m ma t
i a d d i t it s a t i s ft he q u ao f la
s a t i s f it he q u a lo d i s s ie n e r1

A l o nt hs a ml io t h o uu n ib o
c o n d i t i o( v a r yl i n eo vt s o t
b l o c k ) 4 0 >o p e r t u rc o n d i th ab u t
c a l c u l at hp e r m e a b it e nN ot u n
c o n d i t i od n op r o da s y m mp e r ma
o p p o s et p e r i oc o n d i t

4 . 6 .N o n l o cm e t h
G e n e rt e n ss c a l iT ht e c hw t f

n o n l o cm e t ht b p r o p o1 I i d e si
t wd i m e n s i ob uc ae a sb g e n et t
d i m e n s i o nW i tt ht e c h no c c a
t r a n s m i s s i vt e n sf ou p - s c a

W h eu s ii to nm us i m ut f o t
e n t i rd o m aa t hs c ao t f i n eg w
s e v e r as e to b o u n dc o n d io t s io t
d o m a i nT h im as ee x c e s sc o m p u t e
b uf op e t r o le n g i n ew ht p e r m
g r i da f t eu p s c a l iw ib u st s i mm
p h a sf l o wt hc oo t hs i n g l es i mi
s t e a ds t a ti l oc o m p at a m u l t is i m
i t r a n s i es t a tI s ua c ai b e cw o r
t u st h it e c h n i q

W i tt h es i m u l a t ii i p o s st h t f
o h y d r a u lh e ah (y i a v e lU y i a a
small scale for the i = 1, . ,n d i f fb o
c o n d i t i o nT hl a r g e - sh eH (y i a c a
l a t eb t a k iv o l u m ea v e rw e ib t
s t o r a gi n s ie ab l oo t l a r gg a
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a s s i g n e dt ot h ec e n t e ro ft h el a r g em e s h e s .

/
~ / z ( x ,y ,i ) S ( x ,y ) d V

H(x, y, i) = ~

j v s ( w ) d

W h i t ea n dH o r n e l l lu s ef i n i t ed i f f e r e n c e sf o rs u c h
c a l c u l a t i o n s .T h el a r g e - s c a l ev e l o c i t i e sa r ec a l c u l a t e db
t a k i n gt h es u r f a c ea v e r a g eo ft h ev e l o c i t i e so b t a i n e do
t h es m a l ls c a l eo v e rt h ei n t e r f a c e ss e p a r a t i n gt h eb l o c k s ,

1

/
U ( x ,y ,i )= ~ ~ U ( X ,y ,i ) d A

H a v i n gt h u so b t a i n e dt h el a r g e - s c a l ev e l o c i t i e sa n d
h e a d s ,o n ec a nw r i t ea l a r g e - s c a l et e n s o r i a lD a r c y
e q u a t i o nf o re a c hi n t e r f a c eb e t w e e nt w ob l o c k s .

(T TXY
U ( x , y ,i )= T b g r a d [ K ( x ,y ,i ) ] ,T~ = T“

Tyx yy

T h eu n k n o w n sa r et h e nt h ec o m p o n e n t so ft e n s o rT h
N o t et h a tt h et e n s o ri sn o ta s s u m e dt ob e ,a p r i o r i ,
s y m m e t r i c a l .T h i sp r o b l e mi so v e r - c o n s t r a i n e d ;i ti
s o l v e db yl e a s ts q u a r e sb ym i n i m i z i n gt h er e s i d u a l so n
t h ef l o w s .T h el e a s ts q u a r e sc r i t e r i o ni sw r i t t e n :

<= ~ [ U ( i )– T b Z ( i ) ] 2= m i n i m u m
i = l

w h e r eZ i st h eh e a dg r a d i e n tb e t w e e nt w on e i g h b o r i n g
b l o c k s .F o ra ni n t e r f a c eb e t w e e nt w ob l o c k s ,W h i t ea n d
H o r n e l1 0c a l c u l a t et h eg r a d i e n ta sf o l l o w s :

H ( x+ 1 ,y ,i )– ~ ( x ,y ,i )
I X ( X+ 1 / 2 ,y ,i )=

A x

I j , ( x+ 1 / 2 ,y ,i )

[

– 1 I - I ( x+ l , y+ 1 ,i )– I I ( x+ l , y– 1 ,i )
—

T A y

+ H ( x ,y + 1 ,i )– H ( x ,y – 1 ,i )
A y1

T h em i n i m i z a t i o no f< g e n e r a t e sa l i n e a rs y s t e mo
e q u a t i o n sw h e r et h ec o m p o n e n t so ft e n s o rT ba r et h e
u n k n o w n s .F o re x a m p l e ,T X Xa n dT X .a r es o l u t i o n so f :

( 3 0 )

w i t h

a =~ I X ( i ) 2b = ~ Z Y ( i ) Z J , ( i )d = ~ Z Y ( i ) 2
i n li = li c l

a n d

A s i m i l a rs y s t e mm a k e si tp o s s i b l et od e t e r m i n eT Y Xa n d
T Y Y .T , Xi sr e p l a c e db yT Y Xa n dT X ~ ,b yT Y Y ,a n dS 1a n dS

o t hr i g h t - h a n d - so e q( 3a r e p

S = ~ Z X ( i ) U YS = ~ Z YU Y
i ci

2

b

U so t hl o cn e i g h b o rG o m e z -
a nJ o u r n e 1p r o p ot ho na s ka r ot b
u n d ec o n s i d e r a tb u s eT hf li s i mo
t hb l o cs u r r o u nb i tc l o sn e i ga w
u n i f o rb o u n d ac o n d i t( it l i nv a
p r e s c r i b e d - h eb o u n dc o n d i ta d e s
a b o v e )T hs i zo t hc a l c u l ai t h e rr e
c o m p a r et g e n e rt e n ss c a lw hk e es
o t hn o n l o ce f f e ca ns t ir e q ut c a l c
o t hp e r m e a b i lt e n sb l e as q u aH oa
L i a 5u st hs a mt e c h n iT hn ot t
c a l c u l a t io t hp e r m e a b it e ns et c o n
f a s t et h at hc a l c u l ao t h y d r a
s o l u t i o nT h et h e r e fp r o pa c hi t
i t e r a t i vn u m e r i cs o l u to t d i f fe q u
s t h at hc o n v e r g ec r i t ei p lo t
e q u i v a l e np e r m e a b i lA c c o rt t ha u
t h iw o u lm a kt hn u m e rm e tm op o w

4 .H o m o g e n e o u s - e q u am e t h

W ea nG o m e z - H e r n a’ 0i n ct hm ei
t h ig r o u pt ht h e oo h o m o g e n i’ t m e
o s p a t i aa v e r a g iw ic l o s ua t m eo
m o m e n t s . cT h et e c h n ia b ao d i f
m a t h e m a t i cc o n c eb ut hh aa n u mo p o
i c o m m o ni p a r t i c ut h eo b j e ct hc
s t i t u e nh y p o t h e sa nt h er e s uB o ue a
p r o p o s ea c o m p a r io t hm e t ho h o m o
t i oa ns p a t ia v e r a gw ic l o s

T h e st h r em e t h op ot hp r oo s cc h
i r i g o r om a t h e m a tt e ra d e tt
e q u a t i o no t hh i g hs c af rc o n s te q u
o a g i v es c a lI i t hp o s st d e t eb t
p a r a m e t e ra nt hl a r g e - se q u a tI a t h
c a s et ht e c h n i q ua rg e n ea c b u st s t
a np h y s i cp h e n o m eF e x aE n
a d d r e s s eh e at r a n s fo t hs tt t r af
t hN a v i e r - S t o kt D a re q u a t i o n sm u
p h a sf l o w 1o c o n t a m it r a n s p

T hf i r sc o m mh y p o t hi t ho s p
p e r i o d i c ii t hm e d i uT ha l lt s to t
d o m a ia a w h ot b r e p l ab t ho t b ac
s u b j e c t et p e r i o db o u n dc o n d i( F1
T h it o p ih af u e l lh e ad i s c u sW s t
p e r i o d im e d iw h ew k nf uw et hn n a
m e d i ui p e r i o dF i ro a lb e cw h t
m a t h e m a t i ct o oc a p ao p r o vt e x ia
u n i q u e n e so t hs o l u t iF u r t h e rt hh y p
a l l o wu t o b t an er e s uc o n c et m a
s c o p ie q u a t i o nF i n a li i r e a s ot b et
p e r i o d ib o u n d ac o n d i ta n m oa r b
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t h a nt h o s eo fa p e r m e a m e t e ro ru n i f o r mt y p e .T h el a t t e
a r ep a r to fo t h e r ,e q u a l l yc o n s t r a i n i n g ,a s s u m p t i o n so
t h en a t u r eo ft h em e d i u m .F o re x a m p l e ,i nt h ec a s
o fc o n d i t i o n so ft h ep e r m e a m e t e rt y p e ,t h en o - f l o w
b o u n d a r yc o r r e s p o n d st oa na x i so fs y m m e t r y .M o r e o v e r ,
i ft h ec a l c u l a t i o ni sd o n ef o ra c a s ew h e r ea l a r g e - s c a l e
p e r m e a b i l i t ye m e r g e s ,t h el a t t e rm u s tb ei n d e p e n d e n to
t h eb o u n d a r yc o n d i t i o n sa n dt h eu s eo fp e r i o d i c
c o n d i t i o n st h e nd o e sn o tc h a n g et h er e s u l t s .

T h es e c o n dh y p o t h e s e si st h a tt h ep e r i o di sv e r ys m a l
c o m p a r e dt ot h es i z eo ft h es t u d i e dd o m a i n .T h i sm a k e
i tp o s s i b l et om a k et h en e c e s s a r ya p p r o x i m a t i o n sa nt
e n s u r et h a tt h el a r g e - s c a l ee q u a t i o ne m e r g e s .

T h ee f f e c t i v ep e r m e a b i l i t yi sc a l c u l a t e di nt w os t e p s
F i r s t ,o n es o l v e st h eb o u n d a r yp r o b l e mr e g a r d i n gt h
a n c i l l a r yv a r i a b l e sb l ,b 2 ,. . . ,h ~ .K i t a m d n“ “ 6 6w r i t e s :

V . ( K g r a d b i )= V . K ii = 1 ,. . ., ~ ( 3 1

s u b j e c tt op e r i o d i cb o u n d a r yc o n d i t i o n sw i t hK ia t h
i t hc o l u m no ft h eK m a t r i x .T h e s ed i f f e r e n t i a le q u a t i o n s
a r eg e n e r a l l ys o l v e dn u m e r i c a l l y .F o re x a m p l e ,D y k a a r
a n dK i t a n i d i s 3 3 ’ 3 4u s ea s p e c t r a lm e t h o da n dN j i f e n j o u 8 7
u s e sm i x e dh y b r i df i n i t ee l e m e n t s .T h et e r m so t h
e q u i v a l e n tp e r m e a b i l i t yt e n s o ra r et h e nc a l c u l a t e dw i t
t h ef o r m u l a :

f u n c t io t he q u i v ap e r m e ai e x pi
t e r mo a s t o c h ad i f f e re q ui a a
d i f f e r e n t ie q u a tl i n ks e vr av a rA
c o m p l es o l u t iw o um et ht j op r o
d i s t r i b u t if oe ar a nf u nw ob
d e t e r m i na a lp o i nT hi g e n ei m p
I i c o n s i d e rs u f f i ct c a l ct f im o
( m e a nv a r i a nc o v a r ie to a l et
a p p r o x i m av a l uA g r en u mo m e—
w h i cc a n nb a d d r eh ew i td i gf
t hm a if o co t ha r t i— h ab eu ss p
m e t h op e r t u r b am e t hf it hM o
C a r lm e t h oe tW w ir e s tt d i st
t hm a ir e s u lM a jr e f e ri t a a
M a t h e r o7 D a g1 a nG e l ha c r ir eo
t hd i f f e r em e t h oc ab f oi K i t a

5 .R u lo g e o m e ta v e r a

O no t hf ee x ar e s ui t r uo g e
a v e r a g i nI w ad e m o n s tb M a t7 T
v e re l e g ad e m o n s t r ai b ao t f t i a
t w o - d i m e n s i os p a ca 9 r o tt r aa
g r a d i ev e c ti na c o n s e rv ea v
v e r s aS u b j et t hc o n d i tt ht p e r mk
a ni ti n v e rk = 1 /a rr a nf u na d
t hs a mp r o b a b id i s t r i ba t t
f u n c t i oa ri n v a r ib a 9 r o t at e f
p e r m e a b i l ii e x p r e si t f o l lf o

K ,= p = e x p [ E (k )(

T hp r e c e dh y p o t ha s a t ii t s p
c a so a i s o t r ol o g - n om e da a c h
b o a rb i n ad e s iH o w et ho nh of a
u n i f o r( op a r a l lf lf ia i n s a tf
e x a m pf oa r a d if l oM a t h ei n dt i
r a d i af l o wt hh a r m oa v e( fl ad i s
s h o u lh o l

5 .A p p r o x i m aa n a l y tr e sa c o n j

+
JV vK Q d Vi ,j = 1 ,. . ., D ( 3 25 . 2 .A 4 a t h e r oc o n j e c

L a n d aa nL i f s h i7 f ot he l e c t r o d‘

A na n a l y t i c a ls o l u t i o nw a sc a l c u l a t e db yQ u i n t a r da n7 f ou n if li i s oat i o n sa nM a t h e r
W h i t a k e r 9 4f o ra s t r a t i f i e db i n a r ym e d i u m( e q n( 2 0 ) )s t a t i o n ap o r om e dp r ot e xt e

r e s u li t wd i m e n s it D d i m e ns pw a
f o r m uw h ii t hf i r s t -a p p r oo t

5 S T O C H A S T I CM E T H O De f f e c t ip e r m e a b i l

I no r d e rt od e a lw i t ht h eu n c e r t a i n t ya r i s i n gf r o ma K ,= p : D - l ) ’ D p(
p a r t i a lk n o w l e d g eo ft h er e s e r v o i rp r o p e r t i e s ,t h
s t o c h a s t i cm e t h o dc o n s i d e r st h es t u d i e dv a r i a b l e sa I t h r ed i m e n s ia nf ot c ao a l o g

r a n d o mf u n c t i o n si ns p a c e .T h ed e f i n i t i o no t hp e r m e a b i l id i s t r i b ut hf o rb e c

e f f e c t i v ep e r m e a b i l i t yi st h e nb a s e do nt h en o t i o no
m a t h e m a t i c a le x p e c t a t i o n( e q n( 3 ) ) .

[ ( : - 3
K e t _= P ge xf f l n(

T h ed e t e r m i n a t i o no ft h ep r o b a b i l i t yd i s t r i b u t i o n
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w h e r eC & kr e p r e s e n t st h ev a r i a n c eo ft h ep e r m e a b i l i t y
l o g a r i t h m .A v a s tn u m b e ro fa u t h o r sh a v ee x a m i n e dt h
v a l i d i t yo ft h i sf o r m u l a .I np a r t i c u l a r ,G u t j a h re ta l . , 4 s
u s i n gt h em e t h o do fp e r t u r b a t i o n sa n da s s u m i n gt h a t
o & ~ )i ss m a l l ,f o u n d :

( 3 6 )

E q u a t i o n( 3 6 )p r o v i d e sf i r s t - o r d e ra p p r o x i m a t i o n so ft h
c l a s s i c a le x a c tr e s u l t si no n ea n dt w od i m e n s i o n s
( h a r m o n i cm e a na n dg e o m e t r i cm e a n ,r e s p e c t i v e l y ) .
D a g a n 2 0c a r r i e st h ec a l c u l a t i o n st ot h ef o u r t h - o r d e ra n d
o b t a i n s :

( 3 7 )

E q u a t i o n s( 3 6 )a n d( 3 7 )c a nt h e nb es e e na s ,r e s p e c t i v e l y ,
t h ef i r s t -a n ds e c o n d - o r d e rt e r m so fT a y l o r ’ ss e r i e s
e x p a n s i o no ft h ee x p o n e n t i a li ne q n( 3 5 ) .T h e yh a v e
t h e r e f o r eb e e nu s e dt oj u s t i f yc o n j e c t u r e( 3 5 ) .T h e
a d v a n t a g eo fe q n( 3 5 )o v e re q n s( 3 6 )a n d( 3 7 )i st h a ti
i sn o tl i m i t e dt os m a l lv a r i a n c e s .K i n g 6 4a n dl a t e r ,
N c e t i n g e r , 8 8c o m b i n e dt h ef i e l dt h e o r ya n dG r e e n ’ s
f u n c t i o n st oe x p a n dt h e s er e s u l t s .N c e t i n g e r 8 8s h o w st h a t
a s u b - s e r i e so ft h ep e r t u r b a t i o ne x p a n s i o nc a nb
s u m m e da g a i na ta l lo r d e r s .H ed e m o n s t r a t e st h a te q n
( 3 5 )h o l d sf o ra nu n c o r r e l a t e di s o t r o p i cl o g - n o r m a l
m e d i u mb u tt h a tt h ef o r m u l ar e m a i n sa na p p r o x i m a -
t i o n .F u r t h e r m o r e ,h es u g g e s t st h a te q n( 3 5 )c a nb
e x p r e s s e di nt h ef o l l o w i n gf o r m :

& = ( k l - ( 2 / D ) ) [ l - ( 2 / D ) l - ’( 3 8 )

H o w e v e r ,t h ed i s c u s s i o no ft h i st o p i ci ss t i l lc o n t i n u i n g .

A b r a m o v i ca nI n d e l mc a r rt e x pt
t hs i x t h - o r da nD W i tu sp e r t
e x p a n s i o ns h ot hf oc o r r ei s o tm e
t hc o e f f i c i ei a ~ n (d e p eo t f oo t
c o r r e l a t if u n c t iT hi c o n tt M a t
c o n j e c t u r

I i s t i lt r uh o w e vt hf o r( 3h b
s u c c e s s f u lt e s tb m aa u t he vf m ew
c o r r e l a t il e n g tg r e at ht s io t m e
( t hc o r r e l a t il e n gi d e f ia t d i sa w
t hc o v a r i a nh ab er e d ub a f ae f i

x f e x a ms ttv a l ua l az e r oD e s b a r
p o w em e aa nf o ue x p e r i m et hi t
d i m e n s i o nt he x p o ni 1 /f a l o g - n o
m e d i u mT h ic o r r e s p ot t hf o rp r ob
N m t i n g e( e q( 3 8 )D y ka K i t a nf oa
d e v i a t i oo o n l4 Yb e t wc a l c u lm w
t hs p e c t rn u m e r im e ta M a t hc
j e c t u r( s eF i g1 2T h er e s ua c o nb
N e w m aa nO r ru t t hv a lo a = 7
S a n c h e z - V ie a l . lc o m pt r e so b tw
t h r e ea p r i o rd i f f e rm e t ha s t an u m
m e t h o( e q( 2 8 )t hm e to R ua G o
H e r n a n d e z ,e q( 4a nM a t h ec o n jT
s h on u m e r i c a lt ht h et h rt e c hp r
c o m p a r a br e s u lf oa l o g - nm ew
& ~< 1 F i n a l lc o m p a r iw ip e r m em
s u r e m e n tm a da s e v es c ao s ao
s a n d s t o na nl i m e s t oa ra lc o n sw
M a t h e r o nc o n j e c t u r

5 . 2 .T a k i na n i s o t ri na c c o
I t hc a so a a n i s o tm e dw a
e x p o n e n t ic o v a r i a no nc ac a l ct e f f
p e r m e a b i l i t ii t hm ad i r e co a n i sw

2 8

2 6

1
.

2 . 4
— s e u ~.

— 2 N 2 p m 9 ? h s t 1 4 mP

2 2, 8 ’
- - - - -w m c l w ’ l c O w j u t w/ 1

2 0

1 . 8

1 . 8

1 . 4

1 2

1 01 L
. . --

0 , 01 . 02 . 0s o4 .5 .6 .

V w i m cO tL o g ( K

F i g .1 2 .C o m p a r i s o nb e t w e e ne f f e c t i v ep e r m e a b i l i t i e so b t a i n e db t he f f e c t i v e - m e d it h e o( l a b es e l f - c oi t f i
t h ep e r t u r b a t i o nm e t h o d( l a b e l e ds m a l lp e r t u r b a t i o n ) ,t h em o m e nm e t h oa nM a t h e r oc o n j e cf a i s o tl o g -
3 Dm e d i u m .N o t et h eg o o da g r e e m e n tb e t w e e nt h en u m e r i c a lr e s u l t( m o m e n ta nM a t h e rc o n j e( fD ya

K i t a n i d i s 3 4



2 6 6P h .R e n a r dG d M a r s i

t h ef o r m u l a 4 3 ) Ue x p a n d e di nt h ef i r s t - o r d e rw i t hr e g a r
t oa : ” ( k ) :

“ ’ =
w i t h

( 3 9

,, = 1~ ~ g i i= 1
, ,

w h e r el ii st h ec o r r e l a t i o nl e n g t hi nt h ei d i r e c t i o na nk
i st h el o c a lp e r m e a b i l i t yi nt h ei d i r e c t i o n .T h i sf o r m u l a
i so n l yv a l i df o rs m a l lo & k ) .A sb e f o r e ,i ft h ep r e c e d i n g
e q u a t i o ni sc o n s i d e r e da sa T a y l o rs e r i e se x p a n s i o no
t h ee x p o n e n t i a lf u n c t i o nt r u n c a t e dt ot h ef i r s to r d e ri
‘ & [ ’ ) ,a p l a u s i b l eg e n e r a l i z a t i o no fe q n( 3 9 )f o rh i g
v a l u e so fa & k )i s :

( 4 0

A l o n gt h es a m el i n e s ,A b a b o u lt a k e sa n i s o t r o p yi n t
a c c o u n tw i t ha s i m p l i f i e df o r m u l a :

w h e r eI ii st h ec o r r e l a t i o nl e n g t hi nt h ec o n s i d e r e d
d i r e c t i o na n d1 ~t h eh a r m o n i cm e a no ft h ec o r r e l a t i o n
l e n g t h si nt h ep r i n c i p a ld i r e c t i o n so fa n i s o t r o p y .
N e u m a n 8 4p r o p o s e st h es a m et y p eo ff o r m u l a :

‘ e f = ~ g e x
w i t hO < P < D .M o r ep r e c i s e l y ,~ = 1 i nt h ei n f i n i t e
i s o t r o p i cc a s e ,O < ~ < 1 i nt h ef i n i t ei s o t r o p i cc a s ea n
1 < ~ < D i nt h ei n f i n i t ea n i s o t r o p i cc a s e .H ed o e sn o t
h o w e v e r ,e x p l a i nh o wt oc a l c u l a t e@a p r i o r i .

T h ed e v e l o p m e n ta to r d e rt w oo fo & ’ )5 8l e a d st a
f o r m u l aw i t ha no r d e r - t w oc o e f f i c i e n tt h a td e p e n d so
t h ev a r i a n c ea n do nt h es p a c ed i m e n s i o nb u ti a l s
d e p e n d e n to nt h ef o r mo ft h ec o v a r i a n c ef u n c t i o n
C ( Y )= a & k ) p ( r )a n dn o to n l yo nt h ea n i s o t r o p yr a t i o s
p ( r )i st h ea u t o c o r r e l a t i o nf u n c t i o n .

( 4 1

“ ’ = ~ g { l +
+ [ ( ~ - ~ i ) ’ + i ] a f n k }

/
4 % )i = lD% = ~2n) k , .. . >

1

I s

d q d p. q ’+ p ’

( )
: + %2~ P ( 9 ) M P ) 9 “ P

7’= I (27r) (q+p)2 9 P

w h e r~ r e p r e s et hF o ut r a no t
a u t o c o r r e l a tf u n c t ij = f d re x pN
t h ag i= ~ i t hc aw ht c o vi
e x p o n e n t i aT h ut hc o n j eo G ea
A x n e s se q( 3 9i n os a t i sa o rt

5 . 2 .C a u t i
T hr e s u lg i va b om al eo t b e lt t
a rs i m pr u lf oc a l c u lt e f f ep e r m
T h ii o n lt r ui a a p p r o xs eT i l l
t h i sM a t h e r o nu sS c h w y dm e— p e
a b i l i ti w r i t to t hf ok (= E ([ + ~ (w
E ( 7 )t hm a t h e m a te x p e c to ~ e qt z —
t c a r ro uc a l c u l a ti t f oo a d e v
t r u n c a ta o r dt h rf ot hm oo d i
m e d i aT hf i ro ni a r a nc r o sp uT
s e c o ni a m e d id i v ii nr ac o
p o l y g ob P o i s sl i nT l ao i a m e
w i ta i n f i n i td i v i sl aT r e sf t t
m o d e la r e

[
1) Ke~= m 1 –

E ( ~
~ + O “ 2 7 91

[
2) K.~ = m 1 –

E ( ~
~ + O “ 3 0 7

1

[
3) K.f = m 1 –

E ( ~
~ + 0 . 2 5 01

N o tt h ai a lt h rc a st c o e f fo t t h
o r d et e ri d i f f e rT hm et hf M a
t h e ri n s i m p lu n i f ov ar uf a v et
p e r m e a b i l i t in oe vi t hc ao i s or a
m e d i aT h if o l l ot hs al io r e a sa t o
I n d e l ma nA b r a m o vf a n i sm e
d e s c r i bi t hp r e c es e c ta t o A

2 f l o gm o v i ca nI n d e l ma nD W
i s o t r o pm e d i

5 .B l o cp e r m e a b i

R u b ia nG o m e z - H e r n a nw et f ia ut
s t u dt hp r o b lo b l op e r m ef a
s t o c h a s ts t a n d p o iT hm ap u ro t hw
w at f o r m u lt he x p e c tE (a t
c o v a r i a no b l op e r m e a bC a t c r
v a r i a nC & , l *b e t wb lp e r ma
l o c ap e r m e a b i lb a so t d i s t rf u
o t hp e r m e a b i lT h ee x p r ew o b
a n a l y t i c a lf ob l op e r m e ai t c w
t hl o c ap e r m e a b ii i s o t ra i l o g
h aa m u l t i - g a u sd i s t r i b9 T h y p
a r ei n f i n im e d iu n i ff la s
v a r i a no t hl o g a r io k F t p e r m
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G 6 m e z - H e r n a n d e z 4 5w r i t e s :

[

a ? n ( k )
E ( K ~ )= p g1 + ~

1
(+ ~ a ? n ( k ) , ~ x– C l n ( k ) , . l .

a ) ]

c ~ , ( r )= p ~ c h ( k ) (‘ + r )

c ~ b , l n ( k ) ( ~ )r )= # g C l n ( k )( V >( 4 2 )

V r e p r e s e n t st h es i z eo ft h eb l o c k ,r i sa t r a n s l a t i o n
v e c t o r ,J .i st h em o d u l u so ft h ea r i t h m e t i cm e a no ft h e
h y d r a u l i cg r a d i e n tv e c t o rJ ,J Xi st h ex c o m p o n e n to fJ
c & ~ ) , ~ xi st h es t a t i o n a r yc r o s s - v a r i a n c eb e t w e e nt h e
p e r m e a b i l i t yl o g a r i t h ma n dt h eh y d r a u l i cg r a d i e n tJ X
T h em e a nc o v a r i a n c e s~ a r eg i v e nb y :

1

[ S
C M k ) , . J ,= @ “ ~ ~ , n ( k ) , ~ z( X– x ’ ) d ~‘ x ’

1

J /
~ l n ( k ) ( ~ ,‘ + r )= ~ ~ V + ,C [ n ( k )( x ,X ’ ) ~ X~ X ’

~ l n [ k ] ( ~ ,r )= j C l n ( k )( X ’ ,X + ‘ ) ~ x ~ x ’

T h ec r o s s - v a r i a n c eb e t w e e nt h ep e r m e a b i l i t yl o g a -
r i t h ma n dt h eh y d r a u l i cg r a d i e n tc l n ( k ) , ~ rc a nb ef o u n di
D a g a n ’ 9( s e c .3 . 7 ) .T h e s ea n a l y t i c a lr e s u l t sa r ec o n -
f i r m e db yM o n t e - C a r l os i m u l a t i o n s .

N o t et h a tq u a l i t a t i v e l y ,i nt w od i m e n s i o n s :

} n l o E ( K b )= # a

l i ml l ( K b )= p g
V * W

T h ev a r i a n c eo fK bd e c r e a s e sw h e nV i n c r e a s e sb u t
i tr e m a i n sn o n - n e g l i g i b l ef o rl a r g ev o l u m e s .T h ec o v a r -
i a n c eo fK bi sd i f f e r e n tf r o mt h a to ft h el o c a l
p e r m e a b i l i t i e s .T h em a i na t t r a c t i o no ft h i sa p p r o a c hi
t h a ti tm a k e si tp o s s i b l et oc o n d i t i o nt h eb l o c k
p e r m e a b i l i t i e sb yl o c a lm e a s u r e m e n t so fh a n dk
R u b i na n dG o m e z - H e r n a n d e z 9 8o b s e r v et h a tt h ee f f e c t
o ft h ec o n d i t i o n i n gb yh i sw e a k e rt h a nt h a to
t h ec o n d i t i o n i n gb yi n ( k ) .I nb o t hc a s e s ,t h ev a r i a n c e
o fK bd e c r e a s e sb u ti td e c r e a s e sm o r es t r o n g l yf o ra
c o n d i t i o n i n gb yi n ( k ) .

M o r er e c e n t l y ,F e n t o na n dG r i f f i t h s 3 9s t u d i e dt h e
s a m ep r o b l e mi nt w od i m e n s i o n su s i n gM o n t e - C a r l o
s i m u l a t i o n s .T h e yv a r i e dt h em e s hs i z ew h i c hg a v et h e m
t h eo p p o r t u n i t yt oi n v e s t i g a t et h ee f f e c to fa n i s o t r o p y
o nb l o c kp e r m e a b i l i t y .T h e yc o n c l u d et h a tf o rb l o c k s
t h a th a v en o tb e e nf l a t t e n e d( i . e .w h e r et h es i z eo ft h e
m e s hi si d e n t i c a li nt h eh o r i z o n t a la n dv e r t i c a l
d i r e c t i o n s ) ,t h eb l o c kp e r m e a b i l i t i e sa r ep r o b a b l yl o g -
n o r m a l l yd i s t r i b u t e d .F o rs u c ha c a s e ,t h e yp r o p o s e
e x p r e s s i o n so ft h ee x p e c t a t i o na n dv a r i a n c eo fb l o c k
p e r m e a b i l i t y :

E [ l n ( K b ) ]= E [ l n ( k ) ]

~ h ( &= W k )(

7 = ‘ Y ( RR i t hv a r i af u n c tR i t a n
t r o pr a t io t hm e s hR = ~ T v a r
f u n c t i oi d e f i nb y : *

4
~ ( R 1R ,=

( R ,R ,

R, Rz
x

H
( R– r 1 )r z )r 2 )

0

F e n t oa nG r i f f i t ha ln ot ht f l a
f a c t oh aa m a x i mi n f l uw ht b ls i
e q u at t hc o r r e l a tl e n g

I t hc a so a m e d iw ht p e r m
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6 .E f f e c t io b l op e r m e a b i
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l e s sa c c u r a t et h a nt h eg l o b a lo n e( s e eF i g .1 3 )H
c o n c l u d e s :

— F o rf l o wr e s u l t i n gf r o mp e r m e a m e t e r - t y p eb o u n d
a r yc o n d i t i o n s ,t h em e t h o do fs a m p l i n gi sm o r
a c c u r a t et h a nt h eg l o b a lo n ew h e nt h es i z eo t h
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F i g .1 5 .B i n a r ym e d i a .C o m p a r i s o nb e t w e e ne q u i v a l e n tp e r m e a b i l i t i eo b t a i nb n u m e r is o l uo t d i f fe qa
t w oa p p r o x i m a t em e t h o d s ,v e r s u st h ep r o p o r t i o no fl o w - p e r m e a b i l i t ym e d i u( P ’ , h( aA n i s o t rm e dc o m pf t
v e r t i c a lp e r m e a b i l i t yi nt h es t r e a m l i n em e t h o d( s o l i dl i n ea nt hn u m e r i cs o l u t( +( bI s o tm e dc a

b e t w e e nn u m e r i c a lr e s u l t s( D )a n dD a g a n ’ s 1 8r e s u l tw i tt he f f e c t i v e - m e dt h e o( s ol i nF rD e s bJ

t o r t u o u s . 6 5I ft h i sc o n d i t i o ni sn o ts a t i s f i e d ,t h ed e v i a t i o n
m a yb eg r e a t .M a l i c ka n dH e w e t t 7 7d e m o n s t r a t et h i
e f f e c to nb i n a r ya n dl o g - n o r m a la n i s o t r o p i cm e d i ab
v a r y i n gt h ef l a t t e n i n go ft h eg r i d .T h e yc o n c l u d et h a tt h
e r r o ri sg r e a t e r ,t h ef l a t t e rt h eg r i d .F o rb i n a r ym e d i a
t h em a x i m u me r r o ro c c u r sf o ra v e r a g ed e n s i t i e sa r o u n d
5 0 %o fl o w - p e r m e a b i l i t ym e d i a( s e eF i g .1 4 ) .I nl o g
n o r m a lm e d i at h ee r r o ri n c r e a s e sw i t ht h ev a r i a n c e .T h i
a p p e a r st ob ed u et ob o u n d a r yc o n d i t i o n so t h
p e r m e a m e t e rt y p eu s e di nt h es t a n d a r dm e t h o d . G 5O n
c a nt h e ni m a g i n et h a tt h em e t h o dp r o p o s e db yG a u t i e r
a n dN c e t i n g e r 4 2m i g h tb el e s sl i k e l yt os u f f e rt h i
l i m i t a t i o na st h e yu s ep e r i o d i cb o u n d a r yc o n d i t i o n s
a n da c o m p l e t ep e r m e a b i l i t yt e n s o r .H o w e v e r ,a t h
m o m e n t ,n on u m e r i c a lt e s th a sb e e np r o p o s e dt
c o n f i r mt h i sa s s u m p t i o n .

A st os i m p l i f i e dr e n o r m a l i z a t i o n ,w ek n o wt h a ti i a
n o n - b i a s e de s t i m a t o ri nt w od i m e n s i o n sf o rl o g - n o r m a l
i s o t r o p i cm e d i a 7 4( p .1 9 7 ) .H o w e v e r ,s t a n d a r dr e n o r m a -
l i z a t i o n ,a sw e l la sf i n i t ed i f f e r e n c e s ,h a st e n d e n c yt
u n d e r - e s t i m a t et h ep e r m e a b i l i t y .F o re x a m p l e ,i nt w
d i m e n s i o n sf o ra l o g - n o r m a li s o t r o p i cm e d i u ma n
u n i f o r mf l o w ,w ek n o wt h a tt h ee q u i v a l e n tp e r m e a b i l i t y
i st h eg e o m e t r i cm e a n( K g ) .K i n g ’ sr e s u l t s , 6 5i nT a b l e3
s h o wt h a tf o ra ni s o t r o p i c2 Dl o g - n o r m a lm e d i u m ,f i n i t
d i f f e r e n c e sa n dr e n o r m a l i z a t i o ng i v ea l o w e re q u i v a l e n t
p e r m e a b i l i t yt h a nt h ee x a c tt h e o r e t i c a lr e s u l t .F o rc a s e

T a b l e3 .E x a m p l eo fK i n g ’ s 6 5r e s u l t s

‘ ; nk 0 51 0
R e f e r e n c e :p g2 02 . 0
E f f e c t i v em e d i u mt h e o r y2 02 . 0
P e r t u r b a t i o n( f i r s t - o r d e r )1 7– 3 . 3x 1 0 6
F i n i t ec l i f f .s i m u l a t i o n1 . 91 3
R e n o r m a l i z a t i o n1 81 . 3

w h e rt h e ri n a v a i lt h e o rv af t
e q u i v a l ep e r m e a b i lw c a s st s t
r e n o r m a l i z a ta nf i nd i f f ea s tu n
e s t i m a t it hp e r m e a b i

T h if a ci a lt hm oi m p oa s a u
u st hm e t ho r e n o r m a lt p ra
r e f e r e ne q u i v a lp e r m e a bT hv at
a l l o wt h et v a l i da a l g ec o m
r u ll Oo t s t ut hi n f l uo t s o t
r e p r e s e n t a te l e m e nv o lo s y nm e
T hu so r e n o r m a l i za a r e f ei n ta
s y s t e m a tb i ai t hr e s u

T c o n c l ut hd i s c u so r e n o r mo
c as at h at hi a m e tw hh b v
p o p u l aH o w e vi i ts t a nf oi h t
l i m i t a t i o ns y s t e m ab i( u n d e r - ea
a r b i t r ab o u n dc o n d i tO w oh t
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C a l c u l a t i n ge q u i v a l e np e r m e a b i l i2

t h em o d i f i c a t i o n sp r o p o s e db yG a u t i e ra n dN @ i n g e r 4 2
w i l ll e a dt oa c o n s i d e r a b l ei m p r o v e m e n t .

6 . 4W h e nt ou s et h ea p p r o x i m a t i o nm e t h o d s ?

T h ea p p r o x i m a t i o nm e t h o d sa r e :t h es t r e a m l i n em e t h o d ,
t h ee f f e c t i v em e d i u mt h e o r y ,t h ep e r t u r b a t i o nm e t h o d
a n dt h ep e r c o l a t i o nt h e o r y .T h el a t t e ro n l yp r o p o s e sa
f o r m u l ac l o s et ot h ep e r c o l a t i o nt h r e s h o l da n di t
u s e f u l n e s si st h e r e f o r el i m i t e d .

T h es t r e a m l i n em e t h o dg i v e sg o o dr e s u l t sa c c o r d i n g
t oB e g ge ta l . 9b u tD e s b a r a t s , 2 5d e a l i n gw i t hb i n a r y
m e d i a ,o n l yo b t a i n sr e s u l t sc o m p a r a b l et ot h o s e
p r o d u c e db yt h en u m e r i c a ls o l u t i o no ft h ec o m p l e t e
f l o wp r o b l e mw i t ht h es m a l lm e s hs i z ef o rv e r ys m a l l
p r o p o r t i o n so fi m p e r v i o u sm e d i u m( F i g .1 5 a ) .
D e s b a r a t s 2 5a l s od e m o n s t r a t e st h a tt h ef o r m u l ab a s e d
o nt h et h e o r yo fe f f e c t i v em e d i af o rb i n a r ym e d i a( e q n
( 2 3 ) )g i v e sr e s u l t sc o m p a r a b l et ot h o s eo b t a i n e db y
n u m e r i c a lm e t h o d sf o rc l a yq u a n t i t i e so fl e s st h a n6 0 ° / 0
( F i g .1 5 b ) .F o rD y k a a ra n dK i t a n i d i s , 3 4t h es a m e
f o r m u l a ,a p p l i e dt od e t e r m i n i s t i cb i n a r ym e d i a( F i g .
1 6 ) ,i si ng o o da g r e e m e n tw i t ht h en u m e r i c a lm e t h o do
m o m e n t s .N o t et h a tt h em e d i ai nq u e s t i o na l w a y s
c o n t a i nl e s st h a n5 0 ° / 0c l a y .C o n s e q u e n t l y ,D y k a a ra n d
K i t a n i d i s ’e x p e r i m e n t sM d .n o tr e p r e s e n tt h ew o r s t

c a s e sd e s c r i b e db yD e s b a r a t s . 2 5
F o rm e d i aw i t ha l o g - n o r m a lp e r m e a b i l i t yd i s t r i b u -

t i o n ,t h et h e o r yo fe f f e c t i v em e d i aa n dt h ef o r m u l a s
b a s e do np e r t u r b a t i o nc a l c u l a t i o n sp r o d u c es a t i s f a c t o r y
r e s u l t so n l yi ft h ep e r t u r b a t i o n sa r ew e a k .3 4F i g u r e1
a l s os h o w st h a tt h er e s u l t so b t a i n e dw i t hD a g a n ’ s
f o r m u l a( e q n( 2 2 ) )a r en o ta sg o o da st h o s eo
p e r t u r b a t i o nc a l c u l a t i o n s .I ts e e m st h a ti nt h ec a s eo fa
l o g - n o r m a ld i s t r i b u t i o n ,t h eu n d e r l y i n ga s s u m p t i o ni nt h i s
f o r m u l ao fn oi n t e r a c t i o nb e t w e e nt h eh e t e r o g e n e o u s
i n c l u s i o n si sn o tv a l i d .

F i n a l l y ,i ta p p e a r st h a tt h ea p p r o x i m a t i o nt e c h n i q u e s
a r em a i n l yv a l i d( i )f o rs m a l lh e t e r o g e n e i t i e sw i t ha
l o wv a r i a n c e ,i nm e d i aw i t ha l o g - n o r m a ld i s t r i b u t i o n

. .a *- - - -
a 4 . . . . . -
~ ,— . .

4 - - - –
- .. - ’. . . ......
~ : : : : :

. 4 ,—- ,- . . .

o p e r m e a b i l i t( iw ht hp r o p oo l
p e r m e a b i l im e di l et h5 0 °i b im e

6 .A rh e u r i s tm e t h ou s e f

T ht wm a ih e u r i sm e t ha rp oa v ea
f o r m u l af oa v e r a gm e a

I m u sf i r sb e m p h a st ht b e ho
t h e sa v e r a ga rv ed i f f e rF e x af a
b i n a rm e d i uw i tk = 1 a nk = 1 0o c
c o m p a rt hm o df oa v e r aa r i ta
h a r m o n im e a nw it hp o wa v ep W h
p l o t t et hr e s u l te q u i v ap e r m ea a
f u n c t i oo ~ ( f r a c to m e dO f t ht
a v e r a g e sf od i f f e rv a lo a a p F i1
c l e a r ls h o wh ot hb e h a vd i f

T hn u m e r i ce x p e r i mc a r ro b D e u
o b i n a rm e d id e m o n s tt hw ht p r o
o l o w - p e r m e a b i lm e d ir e p r el et 4 0

t hp o w ea v e r ae x p r e sc ab c o r rf io
t hn u m e r i cr e s u lT ha u ta ls ht t
p e r c o l a t i ot h e of o r mc ab s u c c ef io
t he x p e r i m e n tp o i nb ut ht hp a r ah
t b f i t t ew h e r eo no np a r a mp h t b
c a l c u l a t ef ot hp o wa v e rH e nb r e
m e n d i nt hu so p o wa v e ri m oc aT
m e t h oh ao nl i m i t a ts on u m ec a l c
a rr e q u i rt f it he x p o np A b ap r ot
u so e x p o n e nt h ad e p eo t c o r r el e
b ui r e m a it b s ew h e to n t hc b
d o n e

I a d d i t it g i v it hm ev a lt m eo
a v e r a g i nm e a nh at ha d v a no p r oa
c o n f i d e n ci n t e r v at ht wt h e o r eb ou i
t hc a l c u l a t io t ha v e r aT t m og e
b o u n d sw h i ca l sg it hm op r ei n ta
t h o so C a r d w ea nP a r sT hb oa
t h e r e f o rp r e f e r at t h oo W i eN j i f
c o m p a r et hm e t ho h o m o g e n it t c o
s i t i oo C a r d w ea nP a rb o uH o b s

.. . —
a - - - -
a . a
a ,- - - -
. . 0 4- - - -
m . O- - -. . . . ..
. 4 ,- . . . . .-
. 4
A l—

-, .

( bK ,= k > ]

F i g .1 7 .B i n a r ym e d i u m ,w i t h/ c .= 1 a n dk l= 1 0 0 0 .C o m p a r i s o no t wh e u r i s tm e a na a f u n c to t p r o po p h
z e r oi nt h em e d i u m .( a )A r i t h m e t i ca n dh a r m o n i cm e a na v e r a g e s ,f od i f f e r e nv a l uo t ha v e r a gp a r a ma s e ( 1(

p o w e ra v e r a g e s ,f o rd i f f e r e nv a l u eo p = 2 – 1
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( c )

F i g .1 8 .T w o - p h a s ef l o wf o ra f i v e - s p o tt e s to na p e r i o d i cm e d i u m( aP e r m e a b i l if i e l( bp e r m e a bc o d( c o mo
t h r e ew a t e rc u tc u r v e si np e r c e n t ,v e r s u si n j e c t e dw a t e rv o l u m eT ht h r ec u r va r er e f e r es o l uo b t ao a f i ng
( –– – )a n dc u r v e so b t a i n e da f t e ru p - s c a l i n gu s i n gt h eh o m o g e n i z a t i o nm e t h o( ~– – ) a nm e aa v e r( – – (

N j i f e n j o u ) . 8

c o n s i d e r a b l ee r r o r so nt h el a r g e - s c a l ef l u x e s( 5 0 0 / 0 ) ,
w h e r e a st h em a x i m u me r r o r so ft h eh o m o g e n i z a t i o n
t e c h n i q u e so rt h ed i r e c tn u m e r i c a lm e t h o d sa r eo nt h
o r d e ro f1 0 ° / 0f o rr a n d o mo rd e t e r m i n i s t i cm e d i a .T e s t
o nt w o - p h a s ef l o wi np e r i o d i cm e d i aa l s op r o v e ,a
e x p e c t e d ,t h es u p e r i o r i t yo ft h en u m e r i c a lm e t h o d( s e
F i g .1 8 ) .H o w e v e r ,h e r ea g a i no n ew o u l dh a v el i k e dt
s e ea c o m p a r i s o nw i t ha p p r o x i m a t i o nm e t h o d ss u c ha
t h em e t h o do fr e n o r m a l i z a t i o n .F i n a l l y ,t h ef o r m u l a
p r o p o s e db yK r u e l - R o m e u ,7 0t a k i n gi n t oa c c o u n t
a n i s o t r o p y ,s e e m sp a r t i c u l a r l yi n t e r e s t i n g :t h et e s t s 2 8 > 7 0
a r ep o s i t i v eb u tt h ef o r m u l ad e s e r v e sm o r ew o r k .

T oc o n c l u d e ,i tm u s tb ee m p h a s i z e dt h a tt h eh e u r i s t i c
m e t h o d sa r ea m o n gt h ef a s t e s ta n de a s i e s tt oh a n d l e .A
o p p o s e dt ot h et h e o r e t i c a la n a l y t i c a lr e s u l t s ,t h e i
f i e l d so fa p p l i c a t i o na r e ,a p r i o r i ,w i d e r .H o w e v e r ,
a d d i t i o n a le x p e r i m e n t sa r en e e d e dt oa c c u r a t e l yd e f i n
t h e i rl i m i t s .

6 .W h in n m e rm e t

T hf i r st a si t ho c h o ob e tt n u m
m e t h o dt h as o lt hd i f f ue q ud i ra
t h o st h as o le q u a to t a n cv a
o b t a i nw i th o m o g e n e o u s - et e c hT
f i r so n ea s s ut hD a r cl e xa t l
s c a l et hs e c oo ns ht hu nc e
c o n d i t i o( p e r i o d i cd i m e no t m om
s m a l l et h at h ao t hd o m aD a rl e ma
t hl a r gs c a lT hl a ti a m or i ga p
t h at hf o r m eb ua rt hr e sd i f fi p r

U s i nt hb i n am e ds t ub B as
i F i g1 6D y k aa nK i t a n i do b tv
s i m i l ar e s u lw it hd i rn u m em eu b
B a c h ua nt hm e to m o mN j i
c o m p a rs e v e rm e t ho t h o m o g e n e
t y pw i tt hd i r en u m e rm e tu sb G a
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a n dG u e r i l l o t 4 0o nr a n d o mo rd e t e r m i n i s t i cm e d i a .H
o b s e r v e st h a tt h e s et e c h n i q u e sp r o d u c es i m i l a rr e s u l t sf o
t h ef l u xc r o s s i n gt h em e d i u m .T h ec o m p a r i s o ni t h e
e x t e n d e dt op e r i o d i cm e d i aw h e r et h eh o m o g e n e o u s -
e q u a t i o nt y p et e c h n i q u ep r o v e ss u p e r i o rt ot h ed i r e c
n u m e r i c a lo n e .I tm u s tb er e m e m b e r e d ,h o w e v e r ,t h a
t h et e s t e dn u m e r i c a lm e t h o du s e db o u n d a r yc o n d i t i o n s
o fa u n i f o r mt y p ew h i c ha r eb yn om e a n st h em o s
s u i t a b l ec o n d i t i o n sf o rp e r i o d i cm e d i a .W h a tw o u l dt h
r e s u l t sh a v eb e e no fa c o m p a r i s o nw i t hD u r l o f s k y ’ s
m e t h o d ? s o

F i n a l l y ,t h et e c h n i q u e so ft h eh o m o g e n e o u s - e q u a t i o n
t y p ea r ew i t h o u td o u b tt h em o s tr o b u s tb u tt ou s et h e m
o n eh a st od e v e l o pa c o d ef o rs o l v i n gn u m e r i c a l l yt h
b o u n d a r y - v a l u ep r o b l e mo ft h ea n c i l l a r yv a r i a b l e s .T h
d i r e c tn u m e r i c a lm e t h o d sc a n ,b yc o n t r a s t ,b eu s e dw i t
a l r e a d ye x i s t i n gs o f t w a r ef o rs i m u l a t i n gs i n g l e - p h a s ef l o w

i n j e c t o r~ k =1 . 0D

■ k =O . 0 0 1D
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C a l c u l a t i n ge q u i v a l e np e r m e a b i l i2

T h em a i nd r a w b a c ko fn u m e r i c a lt e c h n i q u e si st h a t
t h e yc a nb eb i a s e d. 7 0 ) 7 2 3 9 7W eh a v ea l r e a d ys e e na n
e x a m p l eo ft h i si nK i n g ’ sr e s u l t s( T a b l e3 ) .T h e s eb i a s e s
a r eu s u a l l yw e a ka n dc a nb en e g l e c t e di nt h ec a s eo
h o m o g e n e o u sm e d i a .H o w e v e r ,t h e ym a yb e c o m el a r g e
i nh e t e r o g e n e o u sm e d i aa n dt h e ya r ed i f f i c u l tt
e v a l u a t e .K r u e l - R o m e ua n dN m t i n g e r ’ ]d e r i v et h eb i a s
o ft h ef i n i t ed i f f e r e n c em e t h o db ya na n a l y t i c a lc a l c u l a -
t i o n ,i nt h ec a s eo fa l o g - n o r m a la n da c h e c k e r - b o a r d
m e d i u mi nt w oa n dt h r e ed i m e n s i o n s .T h ea u t h o r ss h o w
t h a tt h eb i a sd e p e n d so nt h em e t h o du s e dt oc a l c u l a t e
t h ei n t e r - b l o c kp e r m e a b i l i t i e sa n do nt h em e s hs i z e ,
w h e nt h en u m e r i c a ls o l u t i o ni sc a l c u l a t e dw i t ha f i n e r
m e s ht h a nt h eo n ed e f i n i n gt h ep e r m e a b i l i t yv a r i a t i o n s
( F i g .2 0 ) .T h e ya l s os h o wt h a tt h eo n l ym e t h o dt h a t
a l m o s te l i m i n a t e st h eb i a si st h ed i r e c tf o r m u l a t i o n ,
w h e r et h ei n t e r - b l o c kp e r m e a b i l i t i e sa r ed i r e c t l ya s s i g n e d
b yt h eg e o l o g i cm o d e lt ot h eb o n d sb e t w e e nt w on o d e s
a n dn o tc a l c u l a t e df r o mt h ev a l u e sa s s i g n e dt oe a c h
n o d e .

F i n a l l y ,n od i s c u s s i o no fn u m e r i c a lm e t h o d si
c o m p l e t ew i t h o u tm e n t i o n i n gn o n - l o c a la p p r o a c h e s .
T h ea d v a n t a g eo ft h e s et e c h n i q u e so v e rt h ea b o v e -
m e n t i o n e do n e si st h a tt h e yt a k ei n t oa c c o u n tt h e
n e i g h b o u r h o o do ft h eb l o c k .T h et y p i c a le x a m p l ei
g e n e r a lt e n s o rs c a l i n g( G T S ) . l l lF a y e r sa n dH e w e t t 3 8
h a v ep r e s e n t e da t e s tt h a td e m o n s t r a t e st h es u p e r i o r i t y
o fG T So v e ra n u m e r i c a lm e t h o dt h a tn e g l e c t st h en o n -
d i a g o n a lt e r m so ft h ep e r m e a b i l i t yt e n s o r( s e eF i g .2 1 ) .
I tw o u l db ea l s oi n t e r e s t i n gt oc o m p a r eG T St oa d i r e c t
m e t h o dw i t h ,e . g .p e r i o d i cb o u n d a r yc o n d i t i o n s ,i
o r d e rt oe v a l u a t et h en o n - l o c a le f f e c to n l y .F i n a l l y ,n o t e
t h a tw i t hG T S ,n e g a t i v et e r m sm a ya p p e a ro nt h e
d i a g o n a lo ft h ep e r m e a b i l i t yt e n s o r .

7 C O N C L U S I O N

T h ep u r p o s eo ft h i sr e v i e wo ft h el i t e r a t u r ei st og i v ea n
a c c o u n to ft h em e t h o d st h a ta r ec u r r e n t l yu s e dt o
c a l c u l a t et h ee q u i v a l e n tp e r m e a b i l i t yf o ru n i f o r m ,
s i n g l e - p h a s e ,s t e a d y - s t a t ef l o w .W eh a v et r i e dt op r e s e n t
a sc o m p l e t ea ni n v e n t o r ya sp o s s i b l eo ft h ed i f f e r e n t
t e c h n i q u e s ,d i v i d e di n t ot h r e em a i nc a t e g o r i e s :d e t e r m i -
n i s t i c ,s t o c h a s t i ca n dh e u r i s t i c .T h e s eg r o u p sh a v e
p r o v e dt ob ec o m p l e m e n t a r yr a t h e rt h a na n t a g o n i s t i c .

I ti sc l e a rt h a tt h es t o c h a s t i cm e t h o d sa r et h eo n l y
o n e sc a p a b l eo fq u a n t i f y i n gt h eu n c e r t a i n t yl i n k e dt oa
p a r t i a lk n o w l e d g eo ft h ee x a c td i s t r i b u t i o no ft h e
p e r m e a b i l i t y .H o w e v e r ,t h ea n a l y t i c a ld e v e l o p m e n t s
c a r r i e do u ti na s t o c h a s t i cc o n t e x ta r eb a s e do nv e r y
r e s t r i c t i v ea s s u m p t i o n ss u c ha ss t a t i o n a r i t yo rl o g -
n o r m a ld i s t r i b u t i o no ft h ep e r m e a b i l i t i e s .A p a r tf r o m
t h e s ea s s u m p t i o n s ,t h eM o n t e - C a r l om e t h o ds t a n d so u t
a st h em o s td i r e c ta p p r o a c hw i t hw h i c ht oe v a l u a t et h e
u n c e r t a i n t y .I ti sh e r et h a tt h el i n ki se s t a b l i s h e dw i t ht h e
d e t e r m i n i s t i cm e t h o d s :t h ep r i n c i p l eo ft h eM o n t e - C a r l o

m e t h oi t g e n e r ae q u ap r o bs i m uo
t hg e o l o g i cm o da nt u sd e t e r mt e c

u p s c a l ia nf l os i m u l a— t e v at
e f f e co t hf l oo t hd i f f e ri p e r m
b e t w e et hs i m u l a t io t hm e dA t t
h e u r i s t im e t h o dt hr e p r ea a l t e rt t
d e t e r m i n i s tm e t h o dT hh at q u ao b e
e x t r e m e ls i m p lf aa nn ol i mb t m e
s p a cb ut h ed e s e rt b t e sf u r t

I t hi n t r o d u c t iw d i s t i n gb e tl
a nn o n - l o cm e t h oI r e cs t u dt n o n
n a t u ro b l o cp e r m e a b ih ab em av c l
w h e t h ei a d e t e r m i n i‘ 7 )o s t o c h‘ 8c o
T h u sb l o cp e r m e a b ii n ou n ii d e po
t hb o u n d ac o n d i t ia no t p e r m e
i n s i da no u t s it hb l o cT hl et a p a r a
s i t u a t i ow h e ro nh at k n oa p r it b o u
c o n d i t i o ni o r dt d e t e rt b lp e r m e
c o n s i s t e nw i tt hp r e d if lc o n d iw
t hm o d ei m o s tu st s i m us i t
w h e rt hb o u n d ac o n d i tc h aw t i
T h in o n - l o ca s p ea p p ea o o t m
i n t e r e s t i nt o p if of u t ur e s e aA n oi m p
l i no r e s e a rw o ub t t ai na c
s i m u l t a n e o u sm e a s u r e mo p e r m e am
o d i f f e r es c a l e

F r oa p r a c t i cp o io v i et n u m en
l o c am e t h oc a l lg e n et e ns c a lh t
d r a w b a co b e iv ed e m a ni c o m
r e s o u r c ea nc a n n oa t hm o m eb u so r
s i zp r o b l e mThe method that uses a local
n e i g h b o u r h o4 i e a s it h a n d

F i n a l l yw h ef a cw ia p r o bo u p s co
s h o u lc h o o sa t e c h n ip r o v ib lp e r
i t i er a t h et h aa u n i f oe f f e cp e r m e aE x
i s p e c i ac a s e( l o g - n oo s t r a tm ea
n u m e r i c am e t hi p r e f e r aI i i i m p ot
u sa n u m e r i ct e c h n i( tm am e so
s h o u lu sr e n o r m a l i z aw h im a ks ut t
c a si q u e s t ii n oo nw h et e ra g r
( f l a t t e n em e s h es t r oh e t e r o g e nW hc h o
a n u m e r i cm e t h oo nm ub a wo p o
e r r o rl i n k et t hd i s c r e t i za t n u m
f o r m u l a t i oP e r i o db o u n dc o n d ia a g
c h o i ca t h es e et b t hm or o b

A C K N O W L E D G M E

T h iw o rw as u p p o rb t hG e o s c2 r e s
E n g i n e e r i nP r o j ef u n db t C o m mo t
E u r o p e aC o m m u n i t( 1 9 9 3 - 1

R E F E R E N C E

1 A b a b o uR .R a n dp o rm ef lo l a3
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g r i d s :n u m e r i c s ,p e r f o r m a n c ea n da p p l i c a t i o nt oh o m o -
g e n i z a t i o n .I nI M AV o l u m e si nM a t h e m a t i c sa ni t
A p p l i c a t i o n s ,“ E n v i r o n m e n t a lS t u d i e s :M a t h e m a t i c a l ,C o m
p u t a t i o n a la n dS t a t i s t i c a lA n a l y s i s ” ,e d .M .F .W h e e l e r .
S p r i n g e r - V e r l a g ,N e wY o r kP u b l i s h e r s ,1 9 9 5 ,p p .1 - 2 5

2 .A b a b o u ,R . ,M c L a u g h l i n ,D . ,G e l h a r ,L .W .&T o m p s o n ,
A .F .B . ,N u m e r i c a ls i m u l a t i o no ft h r e e - d i m e n s i o n a l
s a t u r a t e df l o wi nr a n d o m l yh e t e r o g e n e o u sp o r o u sm e d i a
T r a n s .P o r o u sM e d i a ,4 ( 6 )( D e c e m b e r1 9 8 9 ) .

3 .A b r a m o v i c h ,B .& I n d e l m a n ,P . ,E f f e c t i v ep e r m e a b i l i t yo
l o g - n o r m a li s o t r o p i cr a n d o mm e d i a .~ .P h y s .A :M a t h
g e n . ,2 8( 1 9 9 5 )6 9 3 – 7 0 0 .

4 .A n d e r s o n ,M .P . ,C h a r a c t e r i z a t i o no fg e o l o g i c a lh e t e r o
g e n e i t y .I nS e c o n dG e o r g eK o v a c ’ , ~C o l l o q u i u m ,P a r i s
1 9 9 5 ,U N E S C O .

5 .A n g u y ,Y . ,B e r n a r d ,D .& E h r l i c h ,R . ,T h el o c a lc h a n g
o fs c a l em e t h o df o rm o d e l l i n gf l o wi nn a t u r a lp o r o u
m e d i a( l ) :N u m e r i c a lt o o l s .A d v .W a t e rR e s . ,1 7( 1 9 9 5
3 3 7 - 3 5 1 .

6 .A u r i a u l t ,J .L . ,H e t e r o g e n e o u sm e d i u m .I sa ne q u i v a l e n t
m a c r o s c o p i cd e s c r i p t i o np o s s i b l e ?Z n t .J .E n g n gS c i ,2 9 ( 7
( 1 9 9 1 )7 8 5 - 7 9 5 .

7 .B a c h u ,S .& C u t h i e l l ,D . ,E f f e c t so fc o r e - s c a l eh e t e r o
g e n e i t yo ns t e a d ys t a t ea n dt r a n s i e n tf l u i df l o wi np o r o u
m e d i a :N u m e r i c a la n a l y s i s .W a t e rR e s o u r .R e s . ,2 6 ( 5
( M a y1 9 9 0 )8 6 3 - 8 7 4 .

8 .B e c k i e ,R . ,A l d a m a ,A .A .& W o o d ,E .F . ,T h eu n i v e r s a l
s t r u c t u r eo ft h eg r o u n d w a t e rf l o we q u a t i o n s .W a t e
R e s o u r .R e s . ,3 0 ( 5 )( 1 9 9 4 )1 4 0 7 - 1 4 1 9 .

9 .B e g g ,S .H . ,C a r t e r ,R .R .& D r a n f i e l d ,P . ,A s s i g n i n g
e f f e c t i v ev a h r e st os i m u l a t i o ng r i d - b l o c kp a r a m e t e r sf o
h e t e r o g e n e o u sr e s e r v o i r s .S P ER e s e r v o i rE n g i n e e r i n g ,4
( 1 9 8 9 )4 5 5 - 4 6 3 .

1 0 .B e g g ,S .H .& K i n g ,P .R . ,M o d e l l i n gt h ee f f e c t so fs h a l e
o nr e s e r v o i rp e r f o r m a n c e :C a l c u l a t i o no fe f f e c t i v ev e r t i c a
p e r m e a b i l i t y .S P E1 3 5 2 9( 1 9 8 5 ) ,S o c i e t yo fP e t r o l e u m
E n g i n e e r s .

1 1 .B e n s o u s s a n ,A . ,L i o n s ,J .L .& P a p a n i c o l a o u ,G .
A s y m p t o m a t i cA n a l y s i sf o rP e r i o dS t r u c t u r e s .N o r t h
H o l l a n d ,A m s t e r d a m ,1 9 7 8 .

1 2 .B e r k o w i t z ,B .& B a l b e r g ,I . ,P e r c o l a t i o nt h e o r ya ni t
a p p l i c a t i o nt og r o u n d w a t e rh y d r o l o g y .W a t e rR e s o u r
R e s . ,2 9 ( 4 )( 1 9 9 3 )7 7 5 - 7 9 4 .

1 3 .B a e ,0 . ,A n a l y s i so fa nu p s c a l i n gm e t h o db a s e do
c o n s e r v a t i o no fd i s s i p a t i o n .T r a n s .P o r o u sM e d i a . ,1
( 1 9 9 4 )7 7 - 8 6 .

1 4 .B o u r g e a t ,A . ,Q u i n t a r d ,M .& W h i t a k e r ,S . ,E l e m e n t sd
c o m p a r i s o ne n t r el am e t h o d ed ’ h o m o g & k i s a t i o ne l
m e t h o d ed ep r i s ed em o y e n n ea v e cf e r m e t u r e .C .R .Ac a d
S c i .P a r i s ,3 0 6 ,s e r i e sI I( 1 9 8 8 )4 6 3 - 4 6 6 .

1 5B o u r g e a t ,A .& H i d a n i ,A .E f f e c t i v em o d e lo ft w o - p h a s e
f l o wi na p o r o u sm e d i u mm a d eo fd i f f e r e n tr o c kt y p e s
A p p l i c a b l eA n a l y s i s ,5 8( 1 9 9 5 )1 - 2 9 .

1 6 .C a r d w e l l ,W .T .& P a r s o n s ,R .L . ,A v e r a g ep e r m e a b i l i t i e s
o fh e t e r o g e n e o u so i ls a n d s .T r a n s .A m .I n s t .M i n i n g .M e t
P e t .E n g .( 1 9 4 5 ) ,3 4 – 4 2 .

1 7 .C r a p i s t e ,G . ,R o t s t e i n ,H .& W h i t a k e r ,S .A g e n e r a
c l o s u r es c h e m ef o rt h em e t h o do fv o l u m ea v e r a g i n g .
C h e m .E n g n gS c i . ,4 1( 1 9 8 6 )2 2 7 - 2 3 5 .

1 8 .D a g a n ,G . ,M o d e l so fg r o u n d w a t e rf l o wi ns t a t i s t i c a l l y
h o m o g e n e o u sp o r o u sf o r m a t i o n s .W a t e rR e s o u r .R e s .
1 5 ( 1 )( 1 9 7 9 )4 7 - 6 3 .

1 9 .D a g a n ,G . ,F l o wa n dT r a n s p o r ti nP o r o u sF o r m a t i o n s .
S p r i n g e r - V e r l a g ,N e w - Y o r k ,1 9 8 9 .
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