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Avant-propos et Remerciements

L'�etude de la perm�eabilit�e �equivalente des milieux poreux h�et�erog�enes est un sujet largement
�etudi�e par la communaut�e des hydrog�eologues, des ing�enieurs de r�eservoirs et plus g�en�eralement
chez tous les physiciens des milieux poreux. Pourquoi alors une th�ese de plus sur le sujet ?

Tout d'abord, parce qu'il n'existe pas encore de solution d�e�nitive au probl�eme, seulement des
solutions qui sont en g�en�eral d'autant meilleures qu'elles coûtent cher en temps calcul et en moyens
informatiques n�ecessaires pour leur mise en �uvre.

Ensuite, parce que la n�ecessit�e d'�evaluer les incertitudes sur les r�esultats des mod�eles de transfert
en milieux poreux h�et�erog�enes impose un besoin en m�ethodes de changement d'�echelle d'autant
plus fort que la description des milieux h�et�erog�enes tend �a être de plus en plus d�etaill�ee.

�Egalement parce que, même si le calcul de la perm�eabilit�e �equivalente n'est pas suÆsant pour
r�esoudre les probl�emes de transport, c'est une �etape pr�eliminaire absolument incontournable. Nous
sommes persuad�es que plus ce calcul sera r�ealis�e avec soin, plus les �etapes suivantes permettant de
d�ecrire n'importe quel ph�enom�ene n�ecessitant la connaissance de la perm�eabilit�e �a grande �echelle
pourront être r�ealis�ees avec exactitude. Nous pensons en particulier aux ph�enom�enes de transport,
transport r�eactif, �ecoulement polyphasique, etc.

En�n, une motivation importante de la th�ese est de fournir un �etat de l'art des m�ethodes existantes
et de donner �a l'utilisateur des arguments objectifs lui permettant de choisir la m�ethode adapt�ee
�a son probl�eme. Bien sûr ce travail n'est pas termin�e. Mais il ne peut en être autrement, chaque
mois qui passe voit la publication de nouvelles techniques.

C'est grâce au soutien �nancier de la Commission des Communaut�es Europ�eennes, dans le cadre du
projet Joule II, Geoscience, que cette th�ese a pu être r�ealis�ee. Ainsi j'ai eu la chance de participer
�a un travail collectif, �etroite collaboration entre les chercheurs de trois laboratoires : le Centre
d'Informatique G�eologique et le centre de G�eostatistique de l'�Ecole des Mines de Paris et le Water
Resources Research Unit de l'Universit�e de Newcastle.

C'est tout naturellement que mes premiers remerciements vont �a �Emmanuel Ledoux, directeur
du Centre d'Informatique G�eologique de l'�Ecole des Mines de Paris. C'est lui qui a dirig�e cette
th�ese, toujours avec humour et comp�etence. La con�ance et la libert�e qu'il m'a accord�ees m'ont
donn�e beaucoup de plaisir �a travailler en sa compagnie.

Je dois beaucoup �a Ghislain de Marsily. L'int�erêt qu'il a montr�e pour mon travail m'a �enorm�e-
ment encourag�e. Je le remercie tout particuli�erement de m'avoir invit�e �a l'Universit�e de Stanford
et de m'avoir apport�e son soutien et sa collaboration pour la r�edaction de l'article de synth�ese
bibliographique. Je tiens �egalement �a remercier Madame Gunila de Marsily qui a eu la tâche
ingrate de traduire cet article.
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que j'ai le plus malmen�e. Auteur du mod�ele num�erique TRIMULEC, c'est toujours avec le sourire
qu'il en a assur�e le \service apr�es-vente" et je tiens �a lui exprimer ici ma reconnaissance. Sans
Alain le chapitre sur les �ecoulements diphasiques n'aurait pas vu le jour. Qu'il en soit sinc�erement
remerci�e.
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Notations

k, f Notations en caract�eres maigres : scalaire
x;K Notations en gras : tenseur
� Produit scalaire : u � v = uxvx + uyvy + uzvz
� Produit vectoriel : u� v = (uyvz � uzvy ; uxvz � uzvx; uyvz � uzvy)
r Op�erateur nabla : ( @

@x
; @
@y
; @

@z
)

grad Op�erateur gradient : grad h = rh = (@h
@x
; @h

@y
; @h

@z
)

div Op�erateur divergence : div(u) = r � u = @ux
@x +

@uy
@y + @uz

@z

<> Op�erateur prise de moyenne
E() Esp�erance math�ematique
C() Covariance
�2 Variance
�2ln k Variance du logarithme de k
�a Moyenne arithm�etique
�h Moyenne harmonique
�g Moyenne g�eom�etrique
�p Moyenne d'ordre p

D Nombre de dimension d'espace [sans dimension]
! Porosit�e [sans dimension]
� Viscosit�e dynamique [ML�1T�1]
� Masse volumique [ML�3]
k;k Perm�eabilit�e locale isotrope ou anisotrope [LT�1]
h;H Charge hydraulique [L]
Keq Tenseur de perm�eabilit�e �equivalente [LT�1]
Kef Tenseur de perm�eabilit�e e�ective [LT�1]
Kb Tenseur de perm�eabilit�e de bloc [LT�1]
T Transmissivit�e [L2T�1]
u;U Vitesse (de �ltration) de Darcy [LT�1]
p Pression [ML�1T�2]
g Acc�el�eration due �a la pesanteur [LT�2]
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Chapitre 1

Introduction

\ Dans l'e�ort que nous faisons pour comprendre le monde,

nous ressemblons quelque peu �a l'homme qui essaie de com-

prendre le m�ecanisme d'une montre ferm�ee. Il voit le cadran

et les aiguilles en mouvement, il entend le tic-tac, mais il

n'a aucun moyen d'en ouvrir le bô�tier. "

A. Einstein et L. Infeld

Cette th�ese s'inscrit dans le cadre des recherches men�ees sur la prise en compte de l'h�et�erog�en�eit�e
dans les mod�eles num�eriques d'�ecoulements en milieux poreux souterrains. L'objectif poursuivi
est de d�evelopper des m�ethodes permettant de passer d'une grille �ne de perm�eabilit�e �a une grille
grossi�ere de perm�eabilit�es �equivalentes.

Grille Fine = Modèle Géologique Grille Grossière = Modèle d’écoulement

Comment 
Changer

d’Echelle ?

Fig. 1.1 : Le probl�eme

Pourquoi s'int�eresse-t-on �a ce probl�eme?

De la mod�elisation des �ecoulements souterrains . . .

La mod�elisation des �ecoulements souterrains est un outil qui permet de r�epondre �a de nombreuses
questions pratiques li�ees �a l'approvisionnement en eau, la gestion de l'environnement, l'extraction
p�etroli�ere ou encore le g�enie civil. Dans tous ces cas, la mod�elisation se base sur la r�esolution
d'�equations issues des lois d�ecrivant le transport de mati�ere, �eventuellement de chaleur, et un
des principaux th�emes de recherche actuel est d'y coupler les �equations d�ecrivant la chimie (voire
la biochimie) des �el�ements transport�es. Mais tous ces mod�eles n�ecessitent comme pr�erequis la
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Chapitre 1 { Introduction

connaissance des vitesses d'�ecoulements des uides dans le milieu. C'est-�a-dire la r�esolution d'un
probl�eme dont la loi ph�enom�enologique est la loi de Darcy.

Il est donc primordial de bien connâ�tre le param�etre de base qui entre dans cette �equation : la
perm�eabilit�e. On bute alors sur deux diÆcult�es. La premi�ere est que les milieux naturels sont
h�et�erog�enes. La mesure de la perm�eabilit�e en un point et �a une certaine �echelle ne nous permet
pas de d�eterminer avec certitude la perm�eabilit�e en un autre point, �a la même �echelle ou en ce
point �a une autre �echelle. La deuxi�eme est purement pratique : il n'est pas possible de mesurer la
perm�eabilit�e partout.

Pour pallier ces diÆcult�es, plusieurs voies ont �et�e emprunt�ees par les hydrog�eologues ou les
ing�enieurs de r�eservoirs. L'une permet d'�eviter le probl�eme de changement d'�echelle. Les perm�eabili-
t�es sont d�etermin�ees directement sur la grille repr�esentant le mod�ele d'�ecoulement par calage
manuel ou par des m�ethodes inverses.

. . .au probl�eme de changement d'�echelle

L'autre voie consiste �a r�ealiser un \mod�ele g�eologique" d�ecrivant le milieu souterrain avant de
simuler l'�ecoulement. Pour engendrer un mod�ele g�eologique, de nombreuses techniques ont �et�e
propos�ees.

Parmi ces techniques, la g�eostatistique permet, dans un contexte probabiliste, l'estimation des
perm�eabilit�es dans l'espace �a partir de mesures locales. Mais, en toute rigueur, la r�ealisation du
mod�ele doit être men�ee �a l'�echelle du support de la mesure. Sachant que les volumes d'investigation
sont de l'ordre du dm3 pour des mesures de perm�eabilit�e en laboratoire, la grille obtenue pourra
contenir de 1011 �a 1018 mailles selon la taille du r�eservoir (Tran 1995).

Une technique radicalement di��erente consiste �a simuler les processus s�edimentaires �a l'origine des
roches r�eservoirs. Elle aboutit �egalement �a des grilles contenant plusieurs millions de mailles.

Or les logiciels de simulation des �ecoulements sont actuellement limit�es �a quelques millions de
mailles au grand maximum et sont le plus souvent utilis�es avec quelques milliers de mailles.

Au moins dans les deux cas de mod�eles g�eologiques pr�esent�es ci-dessus, on est donc contraint �a
passer �a une �echelle sup�erieure, c'est �a dire �a regrouper des mailles de perm�eabilit�es di��erentes
et �a a�ecter �a la macro-maille une perm�eabilit�e �equivalente calcul�ee �a partir des perm�eabilit�es
locales. C'est cette op�eration qui est appel�ee changement d'�echelle pour la perm�eabilit�e. Elle pose
probl�eme car la perm�eabilit�e n'est pas une grandeur additive : la moyenne des perm�eabilit�es dans
un volume n'est pas �egale �a la perm�eabilit�e moyenne du volume.

Les domaines d'application

Les techniques de changement d'�echelle pour la perm�eabilit�e ont deux domaines d'application
principaux.

Actuellement, il s'agit essentiellement de l'industrie p�etroli�ere. Les techniques de g�en�eration de
mod�eles g�eologiques et de changement d'�echelle y sont utilis�ees couramment et le plus souvent
dans un contexte stochastique de type simulation de Monte-Carlo (�gure 1.2). Plusieurs r�ealisations
�equiprobables du mod�ele g�eologique sont engendr�ees et pour chacune les �ecoulements sont simul�es.
Cette approche permet de quanti�er les incertitudes li�ees �a la connaissance partielle du sous-sol,
mais elle est tr�es coûteuse en ressources informatiques. Elle n�ecessite donc des techniques de
changement d'�echelle qui soient �a la fois rapides et pr�ecises.
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Chapitre 1 { Introduction
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Fig. 1.2 : Simulations de Monte-Carlo

En hydrog�eologie, le probl�eme de changement d'�echelle est contourn�e par l'emploi de m�ethodes
inverses et/ou par calage du mod�ele. Toutefois, il est des situations o�u, comme le fait remarquer
Marsily (1994), les donn�ees observables pour caler le mod�ele sont inexistantes, et cette approche est
prise en d�efaut. Il s'agit par exemple des stockages profonds de d�echets nucl�eaires, dans des zones
tr�es faiblement perm�eables, pour lesquels il est n�ecessaire d'e�ectuer des calculs pr�evisionnels
sur des dur�ees beaucoup trop longues pour être observables �a l'�echelle humaine. On peut donc
s'attendre �a ce que l'approche de type mod�elisation g�eologique puis changement d'�echelle soit
largement utilis�ee pour de telles applications.

Objectifs

L'objectif est donc de tenter de r�epondre �a la question : \Comment calculer la perm�eabilit�e
�equivalente connaissant les perm�eabilit�es locales ?". Mais, compte tenu de la taille �enorme des
mod�eles g�eologiques �a l'�echelle du r�eservoir et du coût informatique tr�es important des approches
stochastiques de type simulation de Monte-Carlo, l'objectif est �egalement de rechercher des tech-
niques qui soient rapides et �ables pour un grand nombre de mod�eles g�eologiques di��erents.

Plan de la th�ese

Le chapitre 2 pose le probl�eme et d�e�nit la terminologie et les concepts li�es aux questions d'�echelles,
d'h�et�erog�en�eit�e et de perm�eabilit�e �equivalente. La loi de Darcy est rappel�ee ainsi que les propri�et�es
math�ematiques de la perm�eabilit�e.

Les chapitres 3, 4 et 5 sont consacr�es �a la pr�esentation des m�ethodes de calcul de la perm�eabilit�e
�equivalente. Le chapitre 3 est une synth�ese bibliographique concernant ces m�ethodes. On y trouvera
�egalement une premi�ere comparaison des m�ethodes �a partir de r�esultats de la litt�erature. Le calcul
du tenseur complet de perm�eabilit�e et l'�etude des di��erents crit�eres d'�equivalence font l'objet du
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Chapitre 1 { Introduction

chapitre 4. Le chapitre 5 pr�esente un nouvelle technique rapide mise au point durant la th�ese : la
renormalisation simpli��ee.

Les m�ethodes rapides sont bas�ees sur des approximations. Il est donc indispensable de les tes-
ter. Pour cela, la premi�ere �etape consiste �a disposer d'une m�ethode permettant le calcul d'une
perm�eabilit�e de r�ef�erence �a laquelle seront compar�es les r�esultats des m�ethodes rapides. Le cha-
pitre 6 pr�esente la m�ethode num�erique utilis�ee pour calculer la perm�eabilit�e de r�ef�erence et met
en valeur les diÆcult�es li�ees �a ce calcul. En particulier le probl�eme du biais li�e aux m�ethodes
num�eriques est �etudi�e. Le chapitre 7 pr�esente la comparaison des m�ethodes rapides et le chapitre 8
�etudie l'applicabilit�e des techniques pour les �ecoulements diphasiques.
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Chapitre 2

�Enonc�e du probl�eme et d�e�nitions

\ Ne jamais c�eder �a la tentation de prendre au s�erieux

les probl�emes concernant les mots et leur signi�cation.

Ce qui doit être pris au s�erieux, ce sont les questions

qui concernent les faits : les th�eories et les hypoth�eses ;

les probl�emes qu'elles r�esolvent ; et les probl�emes qu'elles

soul�event. " K. Popper

Ce chapitre pr�esente en d�etail le probl�eme trait�e dans cette th�ese et �etablit la terminologie

et les �equations qui seront utilis�ees par la suite.
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Chapitre 2 { �Enonc�e du probl�eme et d�e�nitions

2.1 Notion d'�echelle

Selon Haldorsen and Lake (1982) quatre �echelles principales d'�etude des milieux poreux peuvent
être identi��ees :
{ microscopique : l'�echelle de quelques pores ;
{ macroscopique : la taille des �echantillons ;
{ m�egascopique : la taille des mailles dans les mod�eles ;
{ gigascopique : la taille de la formation g�eologique r�eservoir ou l'�echelle r�egionale.
D'autres terminologies ont �et�e propos�ees, notamment par Dagan (1986), Lasseter et al. (1986) et
Fayers and Hewett (1992). Mais, elles ne pr�esentent pas de di��erence majeure par rapport aux
ordres de grandeurs propos�es par Haldorsen and Lake (1982) (�gure 2.1).
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microscopique

macroscopique

mégascopique

gigascopique

Fayers et Hewett (1993)
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A
o

m

Fig. 2.1 : Di��erentes �echelles d'�etude des milieux poreux

Ces �echelles correspondent �a des plages o�u des instruments de mesures permettent d'appr�ehender
les ph�enom�enes et o�u des lois physiques sont bien d�e�nies. Rubin et al. (1991) par exemple, notent
que l'�echelle microscopique est l'�echelle o�u dominent les forces visqueuses et capillaires, alors que
l'�echelle macroscopique serait l'�echelle de comp�etition entre les forces visqueuses, capillaires et
gravitaires. L'�echelle gigascopique serait la zone o�u dominent les forces visqueuses et gravitaires.

Selon les �echelles d'observation, les lois physiques changent. On passe de la loi de Boltzmann �a
l'�echelle des mol�ecules, aux �equations de Navier-Stokes pour les �ecoulements dans les pores et
on arrive �a la loi de Darcy au niveau de l'�echantillon voire de l'aquif�ere ou du r�eservoir. Ces
changements d'�echelle successifs ont �et�e �etudi�es de mani�ere th�eorique et exp�erimentale par de
nombreux auteurs.

Le changement d'�echelle qui nous int�eresse dans cette th�ese est le passage de l'�echelle macrosco-
pique �a l'�echelle m�egascopique voire gigascopique. C'est �a dire le passage de la loi de Darcy �a une
�echelle donn�ee �a la loi de Darcy �a l'�echelle sup�erieure.
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2.2 { Loi de Darcy et perm�eabilit�e

2.2 Rappel sur la loi de Darcy

et les propri�et�es de la perm�eabilit�e

Fig. 2.2 : Dispositif utilis�e par H. Darcy et C. Ritter pour �etudier la loi de l'�ecoulement �a travers le

sable. (Darcy 1856)

La loi de Darcy d�ecrit les �ecoulements monophasiques en milieu poreux. Le param�etre physique
qui lui est associ�e est la perm�eabilit�e. Nous allons retracer en quelques �etapes sa d�ecouverte et
son �evolution jusqu'�a sa forme actuelle. Cela nous permettra d'indiquer quelles sont les propri�et�es
math�ematiques du tenseur de perm�eabilit�e.

Nous conclurons en donnant les syst�emes d'�equations utilis�es en pratique pour mod�eliser les
�ecoulements souterrains et nous pr�esenterons notamment l'�equation de la di�usivit�e.

Plusieurs aspects importants ne seront pas �evoqu�es pour des raisons de concision de l'expos�e. Une
pr�esentation plus compl�ete des di��erentes formes de la loi de Darcy et de ses limitations peut être
trouv�ee par exemple dans Freeze and Cherry (1979), Marsily (1981) ou Dullien (1992).

2.2.1 Loi de Darcy

Octobre 1855, Dijon

A�n de dimensionner les �ltres �a sable utilis�es pour am�eliorer la qualit�e de l'eau distribu�ee par les
fontaines publiques de la ville de Dijon, Henry Darcy, Inspecteur G�en�eral des Ponts et Chauss�ees,
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Chapitre 2 { �Enonc�e du probl�eme et d�e�nitions

et Charles Ritter �etudient les lois de l'�ecoulement d'un uide �a travers le sable. Pour cela, ils
�elaborent un dispositif exp�erimental (�gure 2.2) qui consiste en une colonne verticale remplie
de sable. La colonne est close �a chacune des extr�emit�es, le sable est maintenu sur une cloison
horizontale. La colonne est aliment�ee en eau dans sa partie sup�erieure et la partie inf�erieure est
ouverte par un robinet. Deux manom�etres permettent de mesurer la pression en entr�ee et en sortie
de la colonne et un bac �a la sortie du dispositif permet de mesurer les volumes d'eau �ecoul�es et
donc le d�ebit.

Les exp�eriences conduites montrent que le d�ebit q traversant la colonne est proportionnel �a la
di��erence de niveau d'eau entre la partie sup�erieure et inf�erieure du �ltre. Une constante de
proportionnalit�e k li�ee �a la perm�eabilit�e du milieu est introduite.

Ainsi, Darcy (1856) propose la formule empirique suivante1 :

q = k
s

e
(h+ e) ou v =

q

s
=

k

e
(h+ e) (2.1)

s repr�esente la section du �ltre, e son �epaisseur, h la hauteur d'eau sur le �ltre et v la vitesse
de �ltration. La perm�eabilit�e k a la dimension d'une vitesse. La pression �a la base du �ltre est
suppos�ee être la pression atmosph�erique ; h + e repr�esente ainsi la di��erence de pression entre
l'entr�ee et la sortie du �ltre, exprim�ee en hauteur d'eau.

1940, Columbia University

Hubbert (1940) replace la loi de Darcy dans le cadre de la th�eorie des champs. Il utilise, en tout
point de l'espace, le potentiel hydraulique � qui correspond �a une �energie par unit�e de masse
[L2T�2] :

� = gz +

Z p

p0

dp

�
+
v2

2
(2.2)

p repr�esente la pression au point, z la cote du point, � la masse volumique du uide et g

l'acc�el�eration de la pesanteur. La vitesse v du uide en un point est proportionnelle au gradient
du potentiel (p.819). Et la loi reliant ces deux grandeurs physiques est une loi analogue �a la loi
d'Ohm ou �a la loi de Fick.

v = �k�

�
grad (�) (2.3)

� [ML�1T�1] est la viscosit�e dynamique du uide. Le coeÆcient k, appel�e perm�eabilit�e intrins�eque

du milieu, est di��erent de celui introduit par Darcy. Il ne d�epend que du milieu et non du uide.
Sa dimension est une surface [L2].

1948, �Ecole Polytechnique, Paris

En partant de la loi de Poiseuille sur des tubes non parall�eles, Ferrandon (1948) montre que
l'�ecoulement moyenn�e sur tous les tubes ob�eit �a une loi de Darcy g�en�eralis�ee sous forme tensorielle.
La perm�eabilit�e devient un tenseur et Ferrandon montre que, pour le cas �etudi�e, le tenseur de

perm�eabilit�e est sym�etrique :

v = �k�
�

grad (�) avec k =

0
@ kxx kxy kxz

kxy kyy kyz

kxz kyz kzz

1
A (2.4)

Cette forme de la loi de Darcy permet d'exprimer l'anisotropie �eventuelle du milieu poreux. Un
milieu est isotrope lorsque la perm�eabilit�e est ind�ependante de la direction d'�ecoulement. Dans ce

1Le texte original de Darcy est reproduit en annexe A. Le lecteur int�eress�e par la vie de H. Darcy se r�ef�erera �a
(Freeze 1994).
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2.2 { Loi de Darcy et perm�eabilit�e

cas, une perm�eabilit�e scalaire est suÆsante pour d�ecrire le milieu. Dans le cas contraire, le milieu
est anisotrope, la perm�eabilit�e est un tenseur. Cela implique, en particulier, que si la direction du
gradient de charge n'est pas une des directions principales du tenseur de perm�eabilit�e, alors la
direction d'�ecoulement du uide et la direction du gradient ne sont pas colin�eaires.

2.2.2 Propri�et�es du tenseur de perm�eabilit�e

La d�emonstration des propri�et�es math�ematiques de la perm�eabilit�e est essentiellement due �a Ma-
theron (1967). En partant des �equations de Navier-Stokes �a l'�echelle des pores il montre, dans le
cas d'un �ecoulement uniforme, que la loi de Darcy d�erive de la lin�earit�e des �equations de Navier-
Stokes (sous l'hypoth�ese que la vitesse d'�ecoulement est faible). Il montre �egalement, �a partir de
l'�equation de Darcy �a l'�echelle macroscopique et sous la condition que le milieu soit statistique-
ment homog�ene et que l'�ecoulement soit uniforme, qu'il �emerge une nouvelle loi de Darcy �a l'�echelle
m�egascopique. Aux deux �echelles consid�er�ees, l'interpr�etation �energ�etique de la perm�eabilit�e, li�ee
�a la dissipation d'�energie par les forces de viscosit�e, permet �a Matheron de montrer que le tenseur
de perm�eabilit�e est sym�etrique, d�e�ni et positif.

Ces caract�eristiques impliquent que les vecteurs propres existent et sont non nuls, ce sont les axes
principaux d'anisotropie.

Les termes diagonaux du tenseur sont toujours positifs :

kuu > 0 u 2 fx; y; zg (2.5)

Les termes non diagonaux peuvent être n�egatifs ou nuls, mais ils doivent v�eri�er les in�egalit�es
suivantes :

jkuvj � kuu + kvv

2
et jkxy + kxz + kxzj � kxx + kyy + kzz

2
(2.6)

En�n, la sym�etrie implique que :

kuv = kvu u; v 2 fx; y; zg (2.7)

2.2.3 Formulations pratiques

Fluide incompressible

Dans la plupart des applications �a des �ecoulements souterrains, la vitesse du uide est tr�es faible.

L'expression du potentiel � se simpli�e car le terme en v2

2
devient n�egligeable dans l'�equation

(2.2). En supposant de plus que le uide est incompressible, on a
R p
0

dp
�
= p

�
et la loi de Darcy

(�equation 2.3) devient :

v = �k
�
grad (p+ �gz) (2.8)

p+ �gz repr�esente la pression motrice.
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Chapitre 2 { �Enonc�e du probl�eme et d�e�nitions

Hydrog�eologie

En hydrog�eologie, la loi de Darcy est exprim�ee en g�en�eral sous les mêmes hypoth�eses que pr�ec�edem-
ment, mais en fonction de la charge hydraulique h et non de la pression motrice. De plus la masse
volumique et la viscosit�e de l'eau sont suppos�ees constantes et sont directement introduites dans le
tenseur de conductivit�e hydraulique kh (voir de Marsily, 1981, p.58 pour une discussion concernant
ces hypoth�eses). Finalement la loi de Darcy est exprim�ee de la fa�con suivante :

v = �kh grad (h) (2.9)

kh =
�g

�
k h =

p

�g
+ z =

�

g

kh a la dimension d'une vitesse [LT�1]. Dans la suite du texte nous emploierons cette derni�ere
forme de la loi de Darcy (�equation 2.9) et par souci de bri�evet�e nous utiliserons le terme de
perm�eabilit�e pour la conductivit�e hydraulique et nous la noterons k. Elle poss�ede bien sûr les
même propri�et�es que le tenseur de perm�eabilit�e intrins�eque et le passage de l'un �a l'autre est
imm�ediat.

De plus, une formulation bidimensionnelle est fr�equemment employ�ee. En e�et, il est courant
d'�etudier des aquif�eres de faible �epaisseur et de grande extension lat�erale. On fait alors l'hypoth�ese
que le gradient de charge est constant sur la verticale. On a alors :

Q

l
= �

"Z l

0

kh(z)dz

#
gradh

L'int�egrale de la perm�eabilit�e sur la verticale est d�enomm�ee transmissivit�e et s'exprime en m2s�1.

T =

Z l

0

kh(z)dz (2.10)

�Equation de la di�usivit�e

En combinant l'�equation de conservation, la th�eorie de la consolidation de Terzaghi et la loi de
Darcy, on obtient l'�equation de la di�usivit�e (voir de Marsily, 1981, p. 85-92, pour le d�etail des
calculs). C'est l'�equation de base des �ecoulements en milieux poreux �a l'�echelle macroscopique.
Sa forme n'est pas exactement la même pour une nappe libre que pour une nappe captive. Nous
donnons ici son expression pour une nappe captive.

div [k grad (h)] = Ss
@h

@t
+ q (2.11)

Ss est appel�e coeÆcient d'emmagasinement sp�eci�que, sa dimension est l'inverse d'une distance
[L�1], q repr�esente un terme source. Dans le cas o�u l'�ecoulement est permanent et o�u il n'y a pas
de terme source, elle se simpli�e en :

div [k grad (h)] = 0 (2.12)

2.3 H�et�erog�en�eit�e et Mod�ele G�eologique

Pour r�esoudre l'�equation (2.12), il est n�ecessaire de connâ�tre, outre les conditions aux limites,
la distribution des perm�eabilit�es dans l'espace k(x). Or les r�eservoirs aquif�eres ou p�etroliers sont
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2.3 { H�et�erog�en�eit�e et Mod�ele G�eologique

Fig. 2.3 : H�et�erog�en�eit�e �a l'�echelle macroscopique (Gelhar 1993)

h�et�erog�enes (�gure 2.3) et compte tenu de leur nature souterraine il n'est pas possible de mesurer
la perm�eabilit�e en chaque point de l'espace.

Pour r�esoudre cette diÆcult�e majeure, de nombreux auteurs ont fait l'hypoth�ese que le milieu
est homog�ene �a une �echelle donn�ee. Le tenseur de perm�eabilit�e k(x) est suppos�e ind�ependant
de x. Ainsi Dupuit (1863), Theis (1935) ou Jacob and Lohman (1952) proposent d'estimer la
perm�eabilit�e moyenne d'un aquif�ere grâce �a l'interpr�etation des pompages d'essai2. Une solution
analytique de l'�equation de di�usivit�e en r�egime permanent ou transitoire est ajust�ee aux mesures
de pi�ezom�etrie en fonction du temps et permet d'obtenir la perm�eabilit�e moyenne de la nappe.

Ces techniques se sont montr�ees extrêmement utiles et eÆcaces, et de nombreux probl�emes pra-
tiques ont �et�e r�esolus �a l'aide des param�etres ainsi obtenus. Pourquoi alors s'int�eresser �a la des-
cription de la variabilit�e des perm�eabilit�es?

2.3.1 De l'int�erêt de d�ecrire l'h�et�erog�en�eit�e

D'apr�es Anderson (1995), il semble que Theis lui-même (Theis 1967) ait reconnu les limites de son
approche, notamment pour mod�eliser le transport d'�el�ements en solution :

\ I consider it certain that we need a new conceptual model, containing the known he-
terogeneities of the natural aquifer, to explain the phenomenon of transport in ground-
water"

En e�et, l'utilisation d'une perm�eabilit�e constante et homog�ene �a travers l'aquif�ere ne permet
pas de d�ecrire �nement les trajectoires des �el�ements en solution. Il est donc tr�es important pour
mod�eliser le transport de pouvoir d�ecrire correctement le champs de vitesse dans le milieu, et cela
n�ecessite une description d�etaill�ee des perm�eabilit�es dans l'espace.

2Une revue compl�ete des m�ethodes d'interpr�etation des pompages d'essai est pr�esent�ee dans Kruseman and
de Ridder (1992)
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Chapitre 2 { �Enonc�e du probl�eme et d�e�nitions

Une autre raison �evoqu�ee par Marsily (1993) est que, pour les milieux peu perm�eables, les tests
hydrauliques ne permettent pas d'explorer des volumes suÆsamment grands. Les grandeurs obte-
nues ne sont pas repr�esentatives du milieu. Il est l�a encore n�ecessaire d'�evaluer l'h�et�erog�en�eit�e du
milieu peu perm�eable �a l'aide de mod�eles pour �evaluer ses caract�eristiques hydrodynamiques.

2.3.2 Comment d�e�nir l'h�et�erog�en�eit�e ?

Nous emploierons la d�e�nition courante (voir Freeze and Cherry (1979) par exemple). Si une
propri�et�e physique, telle que la perm�eabilit�e, est ind�ependante de sa position dans une formation
g�eologique, alors le milieu est quali��e d'homog�ene. Si la propri�et�e en question d�epend de la position
alors le milieu est dit h�et�erog�ene.

Quintard and Whitaker (1987) pr�ecisent cette d�e�nition en insistant sur le fait que l'homog�en�eit�e,
ou son contraire l'h�et�erog�en�eit�e, sont d�e�nies vis �a vis d'un processus et d'une �echelle donn�ee.

\Un milieu poreux est homog�ene, relativement �a un processus physique et �a une �echelle
donn�ee, quand les propri�et�es d'int�erêt pour ce processus, vues �a cette �echelle, sont
ind�ependantes de la position"

Cela implique par exemple qu'un milieu h�et�erog�ene �a une certaine �echelle, peut être homog�ene �a
une �echelle plus grande et �a nouveau h�et�erog�ene �a l'�echelle r�egionale, par exemple.

Greenkorn and Kessler (1969) notent que les formations g�eologiques homog�enes n'existent pas et
ils proposent d'utiliser une notion d'homog�en�eit�e statistique. Ils quali�ent d'uniformes les milieux
dont la densit�e de probabilit�e des perm�eabilit�es est unimodale et dont les premiers moments sont
ind�ependants de la position (stationnarit�e). Cette d�e�nition est utilis�ee par exemple par Freeze
(1975), Marsily (1989) ou Lachassagne (1989).

L'id�ee sous-jacente est extrêmement importante, mais la d�e�nition de Greenkorn and Kessler
(1969) est trop restrictive. Ainsi, le fait que sous la variabilit�e apparente puisse exister une
r�egularit�e statistique permet de d�emontrer l'existence d'une perm�eabilit�e �equivalente pour deux
types de milieux particuliers : les milieux p�eriodiques et les milieux stationnaires3. Les premiers
ne sont pas uniformes au sens de Greenkorn and Kessler (1969) ; les seconds pas forc�ement. Ils
peuvent par exemple être multimodaux et donc \non-uniformes". Mais, du point de vue du chan-
gement d'�echelle, ces milieux ont des propri�et�es tr�es voisines. De ce fait, nous n'utiliserons pas la
terminologie de milieu \non-uniforme" et nous pr�ef�ererons employer la terminologie plus g�en�erale
de milieu statistiquement homog�ene.

2.3.3 Comment mod�eliser l'h�et�erog�en�eit�e ?

De tr�es nombreuses approches existent. On pourra se r�ef�erer �a Haldorsen and Damsleth (1990),
Marsily (1993), Anderson (1995) ou Koltermann and Gorelick (1996) pour des synth�eses biblio-
graphiques r�ecentes. L'objet de ce paragraphe est de parcourir les grands types d'approches et de
montrer pour chacune les caract�eristiques des mod�eles g�eologiques obtenus.

Koltermann and Gorelick (1992) et (1996) divisent les mod�eles employ�es pour d�ecrire quantitative-
ment l'h�et�erog�en�eit�e en deux types : les mod�eles imitant les processus de formation des r�eservoirs
et ceux imitant la structure des r�eservoirs.

3Il ne suÆt pas qu'un milieu soit stationnaire ou p�eriodique pour qu'il ait une perm�abilit�e �equivalente, mais si

un milieu est p�eriodique ou stationnaire et si un certain nombre de conditions sont v�eri��ees (voir suite) alors il peut
avoir une perm�eabilit�e �equivalente qui soit une propri�et�e intrins�eque du milieu.
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Mod�eles imitant les processus de formation

A l'heure actuelle les mod�eles g�en�etiques sont encore peu utilis�es et plutôt �a l'�etat de recherche.
Ils n�ecessitent une grande quantit�e d'informations et des ressources informatiques importantes.

Fig. 2.4 : Mod�ele g�en�etique du Sud de la baie de San Francisco, Californie (Kolterman et Gorelick

1992)

.

Koltermann and Gorelick (1992) mod�elisent, par exemple, le remplissage d'un cône alluvionnaire
de la baie de San Francisco sur une p�eriode de 600 000 ans. De nombreux ph�enom�enes sont pris
en compte comme le transport des s�ediments amen�es par la rivi�ere et alimentant le syst�eme,
la s�edimentation, les mouvements tectoniques et les variations du niveau de la mer. Tous ces
ph�enom�enes peuvent être mod�elis�es grâce aux �equations du transport et du d�epôt des mati�eres
en suspension. Les conditions aux limites du syst�eme sont obtenues �a partir des chroniques cli-
matologiques d�eduites d'analyses isotopiques sur des �echantillons. Le r�esultat est une grille tri-
dimensionnelle contenant environ 10 millions de mailles. La comparaison entre le r�esultat de la
simulation et les observations sur des forages r�ealis�es dans le d�epôt alluvionnaire montre que les
structures sont bien restitu�ees par le mod�ele (�gure 2.4).
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Mod�eles imitant la structure

Il s'agit en fait de la majorit�e des mod�eles g�eologiques. Ils ont pour objectif d'imiter le milieu natu-
rel tel qu'il apparâ�t, �a partir des mesures e�ectu�ees. Ces mesures peuvent concerner la g�eom�etrie
du r�eservoir (position de la limites entre deux faci�es par exemple) ou ses propri�et�es p�etrophysiques
comme la porosit�e ou la perm�eabilit�e.

Mod�eles g�eom�etriques

Les mod�eles purement g�eom�etriques permettent de construire en trois dimensions la g�eom�etrie
d'un r�eservoir �a partir des donn�ees observ�ees dans les forages et des coupes sismiques interpr�et�ees
(�gure 2.5). Ces mod�eles sont en g�en�eral construits �a l'aide de logiciels interactifs, bas�es sur une
approche de type Conception Assist�ee par Ordinateur (CAO) et adapt�es �a la g�eologie (Mallet
et al. 1989; Auerbach and Schaben 1990). L'approche de base est d�eterministe : pour un jeu
de donn�ees, un seul mod�ele de r�eservoir est engendr�e. Mais il est possible d'y introduire une
composante stochastique, soit en utilisant des techniques g�eostatistiques pour a�ecter les pro-
pri�et�es p�etrophysiques dans les volumes d�e�nis g�eom�etriquement, soit pour d�eterminer plusieurs
g�eom�etries plausibles v�eri�ant toutes les donn�ees (Wietzerbin and Mallet 1993).

On peut noter que ce type de mod�ele est en g�en�eral utilis�e pour d�ecrire les structures g�eologiques
�a l'�echelle m�egascopique ou gigascopique. Il ne repr�esente pas l'h�et�erog�en�eit�e �a l'�echelle qui nous
int�eresse : l'�echelle macroscopique.

Fig. 2.5 : Mod�ele g�eom�etrique du Horst de Soultz sous Forêt, Alsace. Les surfaces repr�esentent les

failles et les limites entre les couches g�eologiques sur un volume de 6�3�2.5 km3 (Renard et Courrioux

1994)
.

Mod�eles g�eostatistiques

La g�eostatistique est issue de l'industrie mini�ere. L'objectif initial �etait d'estimer, �a partir de
mesures de teneurs en minerai en certains points, la quantit�e totale de minerai et les zones les plus
favorables �a l'exploitation. Pour r�esoudre ce type de probl�eme, une th�eorie math�ematique, bas�ee
sur la th�eorie des fonctions al�eatoires, a �et�e d�evelopp�ee (Matheron 1962; Matheron 1965). Elle
fournit toute une palette d'outils pour quanti�er, analyser et mod�eliser la variabilit�e de grandeurs
ayant un support spatial (les variables r�egionalis�ees). On notera que les techniques d�evelopp�ees
permettent la mod�elisation d'une grande diversit�e de structures spatiales (�gure 2.6).

En hydrog�eologie, la g�eostatistique connâ�t un succ�es croissant depuis plus d'une quinzaine d'ann�ees
(Delhomme 1979; Marsily 1986; Dagan 1989; Gelhar 1993). Elle permet en e�et d'aborder l'�etude
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(a) Pluri-Gaussiennes seuill�ees (Le Loc'h

et al. 1994)

(b) Mod�ele de substitution (Lantu�ejoul

1992)

Fig. 2.6 : Exemples de r�ealisation de fonctions al�eatoires engendr�ees par des m�ethodes g�eostatistiques

.

des incertitudes li�ees �a la connaissance incompl�ete du milieu souterrain dans un cadre math�ematique
rigoureux.

Elle permet �egalement de traiter le probl�eme qui nous int�eresse : l'estimation du champ de
perm�eabilit�e �a partir de mesures locales. Mais, le choix du mod�ele, la d�etermination de ses pa-
ram�etres, le krigeage ou les simulations doivent être men�es �a l'�echelle de la mesure quand il n'existe
pas de mod�ele de changement de support. Un rapide calcul montre qu'en proc�edant de la sorte, on
obtient de 1011 �a 1018 mailles pour mod�eliser un r�eservoir en partant de mesures sur �echantillons.

Notons que, pour les variables additives telle que la porosit�e, les techniques de r�egularisation
(changement de support) permettent de passer directement de l'�echelle de la mesure �a l'�echelle d'un
bloc. Mais la perm�eabilit�e n'est pas une variable additive et ces techniques sont donc inutilisables
dans notre cas.

Mod�eles hybrides

Nous avons convenu de regrouper sous cette terminologie, toute une s�erie d'algorithmes qui n'ap-
partiennent pas �a la g�eostatistique mais qui m�elangent des approches g�eom�etriques et statistiques.
Contrairement aux m�ethodes purement g�eom�etriques, ils ne v�eri�ent pas, en g�en�eral, les donn�ees
observ�ees dans un cas particulier, mais ils v�eri�ent des g�eom�etries types observ�ees dans plusieurs
sites correspondant au même contexte g�eologique.

Ce type de mod�ele peut être appliqu�e �a toutes sortes d'�echelles. Scheibe and Freyberg (1995)
mod�elisent par exemple un d�epôt de type d�epôt de banc de convexit�e4 sur un bloc d'un m�etre de
cot�e, le mod�ele r�esultant contient 16 millions de mailles (�gure 2.7).

4D�epôt uviatile s'e�ectuant dans la partie interne d'un m�eandre, l�a o�u l'�energie de transport est la plus faible.
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Fig. 2.7 : Mod�ele de d�epôt de banc de convexit�e (cube de 1 m de cot�e) (Scheibe et Freyberg 1995)

.

2.3.4 Le compromis �a trouver

Parmi les mod�eles pr�esent�es pr�ec�edemment, les mod�eles g�en�etiques et g�eostatistiques permettent
une excellente description du milieu �a l'�echelle macroscopique, mais sont constitu�es de millions
voire de milliards de mailles.

Du point de vue de la simulation de l'�ecoulement, la limite informatique actuelle est de l'ordre
de quelques millions de mailles (Ababou 1995). Il faut donc trouver un compromis entre 1) une
description extrêmement d�etaill�ee qui pourrait, au moins th�eoriquement, permettre un calcul pr�ecis
du champ de vitesse et donc une mod�elisation correcte du transport, et 2) une description grossi�ere
adapt�ee aux ressources informatiques disponibles et au probl�eme pos�e.

Ce compromis passe par un changement d'�echelle et par la d�e�nition d'une perm�eabilit�e �equivalente.

2.4 Variables d'�etat et loi de Darcy �a l'�echelle sup�erieure

Lors du changement d'�echelle, les variables d'�etat qui permettent de d�ecrire l'�ecoulement (la charge
hydraulique et la vitesse de Darcy pour un �ecoulement incompressible) doivent être d�e�nies �a
l'�echelle m�egascopique �a partir des variables �a l'�echelle macroscopique. Selon les auteurs plusieurs
d�e�nitions sont employ�ees : des esp�erances math�ematiques dans un contexte probabiliste, des
moyennes spatiales ou encore des termes du premier ordre dans des d�eveloppements asympto-
tiques. Ces di��erentes d�e�nitions seront pr�esent�ees, dans le chapitre 3, pour chacune des th�eories
correspondantes. Pour l'instant nous nous contenterons de distinguer les variables macroscopiques
(not�ees en minuscules) des variables m�egascopiques (not�ees en majuscules).

Chacune des th�eories �evoqu�ees ci{dessus permet d'aboutir sous certaines hypoth�eses �a une loi de
Darcy et �a une �equation de conservation �a grande �echelle reliant les variables m�egascopiques :

V = �Keq grad(H) et div(V ) = 0 (2.13)

Keq repr�esente la perm�eabilit�e �equivalente, V la vitesse de Darcy et H la charge hydraulique
m�egascopique.
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2.5 Perm�eabilit�e �equivalente

Dans un contexte g�en�eral nous utiliserons le terme de perm�eabilit�e �equivalente pour la notion de
tenseur de perm�eabilit�e constant cens�e repr�esenter un milieu h�et�erog�ene. L'�equivalence compl�ete
entre le milieu h�et�erog�ene r�eel et le milieu homog�ene �ctif est impossible. On la d�e�nit donc, dans
un sens restreint, par rapport �a des crit�eres qui doivent être �egaux dans les deux milieux. De plus,
le terme de perm�eabilit�e �equivalente recouvre deux notions di��erentes : la perm�eabilit�e e�ective
et la perm�eabilit�e de bloc.

2.5.1 Crit�eres d'�equivalence

Le premier crit�ere qui ait �et�e utilis�e est l'�egalit�e des ux (Cardwell and Parsons 1945; Warren and
Price 1961) ; les ux aux fronti�eres du domaine doivent être identiques pour le milieu h�et�erog�ene
et le milieu homog�ene �equivalent soumis au même gradient de charge. C'est le crit�ere le plus
largement utilis�e. Z

�

V � nd =

Z
�

v � nd (2.14)

Le second crit�ere est l'�egalit�e des �energies consomm�ees par les forces de viscosit�e pour le milieu
h�et�erog�ene et le milieu homog�ene �equivalent (Matheron 1967; Indelman and Dagan 1993). Cette
�energie est une puissance consomm�ee, elle est exprim�ee par unit�e de volume et de temps �a l'�echelle
macroscopique :

e = ��g grad (h) � v = �grad (p+ �gz) � v (2.15)

Le crit�ere �energ�etique revient donc �a �ecrire que l'�energie dissip�ee dans un volume 
 est la même
pour le milieu h�et�erog�ene que pour le milieu homog�ene.Z




��g grad (H) � V d! =

Z



��g grad (h) � vd! (2.16)

Une troisi�eme voie pour d�e�nir la perm�eabilit�e �equivalente est de poser que la perm�eabilit�e de bloc
doit v�eri�er l'�equation (2.17). Cette d�e�nition a �et�e propos�ee par Rubin and G�omez-Hern�andez
(1990). Z




vd! = �Kb �
Z



grad hd! (2.17)

Dans certains cas ces crit�eres sont �equivalents, par exemple si le bloc est soumis �a des conditions
aux limites de type p�eriodique (B�e 1994). Dans d'autres cas, ils ne le sont pas (voir chapitre 4).

2.5.2 Perm�eabilit�e e�ective

La perm�eabilit�e e�ective Kef (e�ective permeability) se r�ef�ere �a la notion de milieu statistique-
ment homog�ene �a grande �echelle. C'est une grandeur physique intrins�eque. Elle est ind�ependante
des conditions aux limites macroscopiques. Son �etude rigoureuse a �et�e men�ee suivant deux types
d'approches : l'approche stochastique (Matheron 1967; Dagan 1989; Gelhar 1993) et les approches
de type �equations homog�enes (Quintard and Whitaker 1987; S�aez, Otero, and Rusinek 1989; Ki-
tanidis 1990). Dans le premier cas la perm�eabilit�e est repr�esent�ee par une fonction al�eatoire, en
g�en�eral stationnaire. L'h�et�erog�en�eit�e est caract�eris�ee par des longueurs de corr�elation. Dans le
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second cas le milieu est suppos�e spatialement p�eriodique. La g�eom�etrie de la cellule de base est
suppos�ee connue. Dans les deux cas il y a �emergence d'une perm�eabilit�e e�ective �a condition
que, premi�erement, soit la longueur de corr�elation, soit la taille de la cellule de base soit tr�es
inf�erieure �a la taille du domaine, et que, deuxi�emement, l'�ecoulement soit uniforme (Matheron
1967; Quintard and Whitaker 1987; Auriault 1991; Beckie, Aldama, and Wood 1994). Le tenseur
de perm�eabilit�e e�ective poss�ede la propri�et�e d'être un tenseur du second ordre, sym�etrique, d�e�ni
et positif, comme nous l'avons d�ej�a �evoqu�e.

2.5.3 Perm�eabilit�e de bloc

Dans la plupart des applications d'ing�enierie (p�etroli�ere ou hydrog�eologique) les conditions d'�emer-
gence de la perm�eabilit�e e�ective ne sont pas satisfaites. La perm�eabilit�e de bloc Kb (block-permea-
bility) ou perm�eabilit�e �a grande �echelle (up-scaled permeability) est la perm�eabilit�e �equivalente
d'un bloc de taille �nie qui n'est, en g�en�eral, pas \statistiquement homog�ene". L'�ecoulement n'est
pas forc�ement uniforme.

Il en r�esulte qu'�a l'�echelle consid�er�ee, l'�ecoulement peut ne pas ob�eir �a la loi de Darcy. Cela se
manifeste par le fait que la perm�eabilit�e de bloc n'est pas unique. Elle d�epend des conditions aux
limites. Elle n'est donc pas une propri�et�e intrins�eque du milieu, contrairement �a la perm�eabilit�e
e�ective.

Cela permet d'expliquer que, sous certaines conditions aux limites, et pour des milieux particuliers,
le tenseur de perm�eabilit�e de bloc peut être non sym�etrique, comme cela a �et�e montr�e par plusieurs
auteurs (White and Horne 1987; Zijl and Stam 1992; Neuman and Orr 1993; King 1993).

On remarquera que si le bloc sur lequel on passe �a l'�echelle sup�erieure est suÆsamment grand,
alors la perm�eabilit�e de bloc tend vers la perm�eabilit�e e�ective si celle-ci existe.

lim
bloc!1

Kb =Kef (2.18)

2.6 �Enonc�e du probl�eme

En conclusion de ce chapitre, la r�esolution du probl�eme pos�e est bas�ee sur les hypoth�eses suivantes :
{ Nous supposons que, par utilisation d'une des m�ethodes de mod�elisation de l'h�et�erog�en�eit�e du
milieu g�eologique, pr�esent�ees dans la section 2.3.3, nous disposons d'un champ de perm�eabilit�e.
Ce champ de perm�eabilit�e est h�et�erog�ene (les perm�eabilit�es varient dans l'espace).

{ Nous supposons que le champ de perm�eabilit�e est d�ecrit par des valeurs de perm�eabilit�e a�ect�ees
aux mailles d'une grille r�eguli�ere.

{ Nous supposons que les mailles ont une taille correspondant �a l'�echelle macroscopique, c'est �a
dire de l'ordre de quelques d�ecim�etres.

{ Nous supposons qu'�a cette �echelle, la loi de Darcy est valide. Cela implique que les perm�eabilit�es
locales sont des tenseurs du second ordre d�e�nis et positifs.

Comme les grilles ainsi obtenues peuvent, suivant l'approche utilis�ee, contenir un nombre de mailles
incompatible avec les simulateurs d'�ecoulement, nous nous int�eressons au probl�eme de r�eduire ce
nombre de maille. Comme l'h�et�erog�en�eit�e des perm�eabilit�es provoque des ph�enom�enes hydrody-
namiques qu'il est utile de quanti�er, il est n�ecessaire de ne pas remplacer la totalit�e du r�eservoir
h�et�erog�ene par un r�eservoir homog�ene de perm�eabilit�e �egale �a sa perm�eabilit�e e�ective.

Il s'agit donc de passer de la grille �ne d�ecrite ci-dessus �a une grille grossi�ere dont les mailles ont
une taille correspondant �a l'�echelle m�egascopique. Pour cela, il faut disposer de techniques pour
calculer les perm�eabilit�es de bloc de chacune des mailles m�egascopiques.
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2.6 { �Enonc�e du probl�eme

Notre objectif est de chercher de telles techniques dans le cadre des hypoth�eses pr�ec�edemment
cit�ees. De plus, comme nous l'avons d�ej�a �evoqu�e en introduction, ces techniques sont fr�equemment
utilis�ees dans des simulations de Monte-Carlo. Il est alors extrêmement utile de disposer de tech-
niques qui soient rapides et �ables.
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Chapitre 3

Calcul de la perm�eabilit�e �equivalente
�Etude bibliographique

L'objectif de ce chapitre est de faire un �etat de l'art des th�eories et des techniques de

calcul de la perm�eabilit�e �equivalente. Il s'agit tout d'abord de les recenser (x 3.2-3.7) et

ensuite d'entreprendre, sur une base bibliographique, une comparaison de ces approches,

a�n d'�evaluer les potentialit�es et les limites de chacune (x 3.8).
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3.1 Introduction

Techniques Donn�ees R�esultats
D�eterministes Champ de perm�eabilit�e et

Conditions aux limites
Perm�eabilit�e �equivalente unique

Heuristiques Champ de perm�eabilit�e Perm�eabilit�e �equivalente unique
Statistiques Loi de probabilit�e de la

perm�eabilit�e
Esp�erance de la perm�eabilit�e
�equivalente

G�eostatistiques Loi spatiale de probabilit�e de la
perm�eabilit�e

Loi spatiale de probabilit�e de la
perm�eabilit�e �equivalente

Tab. 3.1 : Les groupes de techniques de calcul de la perm�eabilit�e �equivalente.

Nous avons choisi de classer les techniques de calcul de la perm�eabilit�e �equivalente en quatre
groupes : les m�ethodes d�eterministes, heuristiques, statistiques et g�eostatistiques.

Les m�ethodes d�eterministes et heuristiques supposent le champ de perm�eabilit�e connu. A l'oppos�e,
les techniques statistiques et g�eostatistiques supposent que celui-ci est connu de fa�con imparfaite
et elles adoptent un point de vue probabiliste. Les m�ethodes statistiques ne prennent pas en
compte les statistiques spatiales, de type fonction de corr�elation ou variogramme, contrairement
aux m�ethodes g�eostatistiques.

Nous avons distingu�e les m�ethodes d�eterministes des m�ethodes heuristiques car les premi�eres
r�esolvent un probl�eme d'�ecoulement ou un probl�eme associ�e sur le champ de perm�eabilit�e connu
avec des conditions aux limites �x�ees, ce qui n'est pas le cas des secondes. Celles-ci se proposent
seulement de fournir des r�egles empiriques qui permettent d'obtenir des perm�eabilit�es �equivalentes
plausibles.

Ce chapitre est divis�e en deux grandes parties. La premi�ere (paragraphes 3.2 �a 3.7) pr�esente
successivement les bornes th�eoriques de la perm�eabilit�e �equivalente, les m�ethodes heuristiques,
d�eterministes, statistiques, g�eostatistiques et se termine sur la technique des grilles adaptatives.
Cette derni�ere n'est pas une m�ethode de calcul de la perm�eabilit�e �equivalente, mais elle tente
de r�eduire les erreurs li�ees �a n'importe quelle technique. La deuxi�eme partie de ce chapitre (pa-
ragraphe 3.8) est consacr�ee �a une comparaison des di��erentes techniques �a partir des r�esultats
trouv�es dans la bibliographie.

Dans le chapitre pr�ec�edent nous avions insist�e sur la di��erence entre perm�eabilit�e de bloc et
perm�eabilit�e e�ective. Le lecteur sera peut-être surpris de ne pas retrouver cette distinction
dans le classement des m�ethodes de calcul. La raison en est que la plupart de ces m�ethodes
permettent de calculer une perm�eabilit�e �equivalente qui peut être soit la perm�eabilit�e efective,
soit la perm�eabilit�e de bloc. Ce n'est pas la m�ethode de calcul qui fait la di��erence mais la nature
du milieu. Ainsi, toutes les techniques acceptables convergent vers la perm�eabilit�e e�ective quand
les conditions d'�emergence sont v�eri��ees. Mais si ces conditions d'�emergence ne sont pas v�eri��es
alors elles donnent des r�esultats di��erents.

Avant d'entamer ce chapitre, notons que la recherche bibliographique qu'il relate a fait l'objet
d'un article (Renard and Marsily 1997) dont le contenu correspond �a l'�etat de ces recherches en
Novembre 1995. Par rapport �a cet article, le contenu en a �et�e �etendu et la classi�cation des tech-
niques a �et�e modi��e. Notons �egalement que plusieurs articles de synth�ese r�ecents (Mansoori 1994;
Abbaszadeh 1995; Wen and G�omez-Hern�andez 1996; Renard and Marsily 1997) traitent, au moins
en partie, du probl�eme du calcul de la perm�eabilit�e �equivalente. Mansoori (1994) survole assez
rapidement la question. Le travail le plus complet sur le sujet est propos�e par Wen and G�omez-
Hern�andez (1996). Abbaszadeh (1995) propose un article en deux volets : le premier est consacr�e
�a la perm�eabilit�e �equivalente, le second aux �ecoulements diphasiques. En�n, Hashin (1983), dans
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un excellent travail de synth�ese sur la physique des milieux h�et�erog�enes, consacre quelques para-
graphes au calcul de la conductivit�e �equivalente et notamment de ses bornes. Dans ces articles,
le classement des techniques de changement d'�echelle est en g�en�eral di��erent de celui adopt�e ici :
techniques analytiques ou num�eriques, perm�eabilit�e de bloc ou perm�eabilit�e e�ective, locales ou
non-locales1, exactes ou approch�ees.

1Pour les m�ethodes non-locales (Cushman 1990), la perm�eabilit�e d'un bloc d�epend �a la fois des valeurs de

perm�eabilit�e situ�ees �a l'int�erieur et �a l'ext�erieur du bloc. Pour les m�ethodes locales, elle ne d�epend que des valeurs

des perm�eabilit�es �el�ementaires situ�ees �a l'int�erieur du bloc. Il faut noter que la majorit�e des m�ethodes sont des
m�ethodes locales.
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3.2 In�egalit�es pour la perm�eabilit�e �equivalente

3.2.1 Bornes de Wiener

La perm�eabilit�e �equivalente est comprise entre la moyenne harmonique et la moyenne arithm�etique
des perm�eabilit�es locales.

�h � Kef � �a (3.1)

avec �h = moyenne harmonique et �a = moyenne arithm�etique.

Cette in�egalit�e est appel�ee in�egalit�e fondamentale car elle est toujours v�eri��ee. Elle a �et�e d�emontr�ee
par de nombreux auteurs : Wiener (1912), Cardwell and Parsons (1945), Matheron (1967), Le Loc'h
(1987) et Dagan (1989) par exemple.

3.2.2 Bornes de Hashin et Shtrikman

Pour un milieu binaire, constitu�e de deux phases de perm�eabilit�e k0 et k1, si k0 < k1 et si le milieu
est isotrope on a (Hashin and Shtrikman 1963) :

�a �
f1f0(k1 � k0)

2

(D � f0)k0 + f0k1
� Kef � �a �

f1f0(k1 � k0)
2

(D � f1)k1 + f1k0
(3.2)

avec f0 repr�esente la fraction de milieu peu perm�eable (perm�eabilit�e k0) et f1 la fraction du milieu
plus perm�eable (k1), �a repr�esente la moyenne arithm�etique, dans ce cas elle vaut f0k0 + f1k1.

La d�emonstration de Hashin et Shtrikman est bas�ee sur un mod�ele

Fig. 3.1 : Exemple de milieu

binaire isotrope particulier :

assemblage de sph�eres compo-

sites (d'apr�es Hashin, 1985).

de milieu constitu�e de sph�eres composites (cf. �gure 3.1). Chaque
sph�ere a une perm�eabilit�e constante ksph et est entour�ee d'une enve-
loppe de perm�eabilit�e kenv . En appliquant la m�ethode des milieux
auto-coh�erents (voir section 3.5.1), il est possible de calculer une va-
leur approch�ee de la perm�eabilit�e du milieu. La perm�eabilit�e maxi-
male s'obtient en supposant que les sph�eres constituent le milieu
de faible perm�eabilit�e et que les enveloppes constituent le milieu de
forte perm�eabilit�e (ksph = k0; kenv = k1). La perm�eabilit�e minimale
s'obtient en intervertissant ces perm�eabilit�es : sph�eres conductrices
et enveloppes r�esistantes (ksph = k1; kenv = k0). Une d�emonstration
plus rigoureuse bas�ee sur un principe variationnel donne le même
r�esultat, ce qui am�ene Hashin et Shtrikman �a conclure que ces
bornes sont les meilleures bornes possibles en terme de fraction
volumique (Hashin and Shtrikman 1963; Hashin 1983).

L'exemple de la �gure 3.2 montre toutefois que l'�ecart entre ces bornes reste quasiment aussi fort
que celui entre les bornes de Wiener.
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Fig. 3.2 : Bornes pour la perm�eabilit�e �equivalente d'un milieu binaire (k0 = 1; k1 = 1000) en fonction

de la proportion f0 de milieu peu perm�eable. On notera que l'�ecart entre les bornes sup�erieure et

inf�erieure de Wiener ou de Hashin et Shtrikman est nettement plus important qu'entre les bornes de

Matheron

3.2.3 Bornes de Matheron

Des bornes plus pr�ecises sont propos�ees par Matheron (1993) dans le cas d'une mosa��que al�eatoire2

bidimensionnelle isotrope �a deux phases (voir �gure 3.2) :

f0 > 0:5) Kef � Kac

f0 < 0:5) Kef � Kac

f0 = 0:5) Kef =
p
k0k1

Kac =
1

2

h
(f1 � f0)(k1 � k0) +

p
(f1 � f0)2(k1 � k0)2 + 4k0k1

i
(3.3)

Cette relation reste valable si la mosa��que est invariante par rotation de 90 degr�es. Matheron
(1993) montre de plus :

f0 � 0:5) Kef � Km =
f1k0k1 + f0�a

p
k0(2�a � k0)

f1�? + f0
p
k0(2�a � k0)

f0 � 0:5) Kef � Km = k0k1
f0�a + f1

p
k0(2�? � k0)

f0k0k1 + f1�?
p
k0(2�? � k0)

(3.4)

Comme pr�ec�edemment, f0 repr�esente la fraction de milieu peu perm�eable (perm�eabilit�e k0) et f1 la
fraction du milieu plus perm�eable (k1). �

? est d�e�nit par �? = f1k0+f0k1, la moyenne arithm�etique
et la variance de la perm�eabilit�e s'expriment ainsi : �a = f1k1 + f0k0, �

2 = f1f0(k1 � k0)
2 .

La m�ethode employ�ee par Matheron consiste �a chercher des in�egalit�es pour les d�eriv�ees partielles de
la perm�eabilit�e �equivalente par rapport aux perm�eabilit�es locales. Cette m�ethode permet �egalement
de retrouver les bornes de Wiener et de Hashin et Shtrikman.
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Fig. 3.3 : Calcul des bornes de Cardwell et Parsons pour un �ecoulement en x.

3.2.4 Bornes de Cardwell et Parsons

Dans le cas d'un milieu h�et�erog�ene repr�esent�e par un assemblage de mailles de perm�eabilit�es
constantes sur une grille r�eguli�ere, Cardwell and Parsons (1945) utilisent une analogie �electrique
et un raisonnement physique et Le Loc'h (1987) utilise une m�ethode variationnelle pour montrer
que la perm�eabilit�e �equivalente dans une direction donn�ee est comprise entre :
{ la moyenne arithm�etique des moyennes harmoniques des perm�eabilit�es ponctuelles, calcul�ees sur
chaque ligne de cellule parall�ele �a la dite direction (minorant) ;

{ la moyenne harmonique des moyennes arithm�etiques des perm�eabilit�es ponctuelles calcul�ees sur
chaque tranche de cellule perpendiculaire �a la direction �etudi�ee (majorant).

K2 = �za(�
y
a(�

x
h)) � Kxx

ef � K1 = �xh(�
z
a(�

y
a)) (3.5)

On notera que ces bornes sont atteintes pour des cas limites d'anisotropie (Kruel-Romeu 1994, p.
115).

En e�et, si kyy � kxx et kzz � kxx dans chaque maille, l'�ecoulement se fait suivant des tubes pa-
rall�eles. La perm�eabilit�e �equivalente tend vers la moyenne arithm�etique des moyennes harmoniques
des perm�eabilit�es le long des tubes (K2).

Si maintenant, kyy � kxx et kzz � kxx alors la charge hydraulique s'homog�en�eise sur les sur-
faces perpendiculaires �a la direction x, comme pour un milieu strati��e en s�erie. La perm�eabilit�e
�equivalente tend vers la moyenne harmonique des moyennes arithm�etiques de chaque tranche (K1).

2Une mosa��que al�eatoire est un milieu h�et�erog�ene, homog�ene par morceau. A chaque r�egion ou morceau est
a�ect�ee une perm�eabilit�e constante. Les r�egions peuvent, par exemple, être d�elimit�ee par des droites poissonniennes.
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3.3 M�ethodes heuristiques

Nous regroupons sous la terminologie \m�ethode heuristique", les techniques qui permettent d'ob-
tenir une valeur plausible de la perm�eabilit�e �equivalente, mais qui ne r�esolvent pas un probl�eme
d'�ecoulement. Ce sont des m�ethodes plus ou moins empiriques et fr�equemment utilis�ees dans la
pratique.

Les techniques recens�ee dans ce groupe sont : l'�echantillonnage, les moyennes de puissance (ap-
pliqu�ees en dehors des hypoth�eses pour lesquelles elles ont �et�e calcul�ees) et les formules de com-
position de bornes th�eoriques.

3.3.1 �Echantillonnage

La premi�ere des techniques consiste �a a�ecter �a un bloc la perm�eabilit�e mesur�ee en son centre.
Cette technique extrêmement simple permet de passer d'une mesure �a l'�echelle d�ecim�etrique �a un
bloc d'�echelle m�etrique en supposant que la mesure est repr�esentative de la perm�eabilit�e du bloc
(Tran 1996).

Ce type de technique est �egalement utilis�e en analyse d'images. Pour diminuer la taille occup�ee
en m�emoire par une image on ne prend qu'un pixel sur n et une ligne sur n. Le nombre de pixels
est alors r�eduit d'un facteur n2. Ce type d'algorithme extrêmement frustre peut être am�elior�e en
fonction des objectifs recherch�es (Decenci�ere-Ferrandi�ere 1995).

3.3.2 Moyenne de puissance

Journel, Deutsch, and Desbarats (1986) proposent que la perm�eabilit�e de bloc Kb soit �egale �a une
moyenne de puissance, aussi appel�ee moyenne d'ordre p, dont l'exposant p est compris entre -1 et
+1, en fonction de la r�epartition spatiale des perm�eabilit�es.

�p =< kp >
1
p=

�
1

V

Z
V

k(x)pdV

� 1
p

(3.6)

On remarquera que p = �1 correspond �a la moyenne harmonique, que la limite de �p lorsque p
tend vers 0 est la moyenne g�eom�etrique �g et que p = 1 correspond �a la moyenne arithm�etique.

Dans le cas des milieux statistiquement homog�enes et isotropes on a (Matheron 1967; Desbarats
1992; N�tinger 1994) :

p = 1� 2

D
(3.7)

Ce cas particulier sera trait�e plus en d�etail dans la section 3.6.2, page 46.

Dans le cas d'un milieu log-normal, Ababou and Wood (1990) notent que :

�p = �g exp

�
p�2ln k
2

�

Pour un milieu binaire l'�equation (3.6) devient :

�p = [f0k
p
0 + f1k

p
1 ]

1
p (3.8)

Deutsch (1989) recommande l'emploi de ce type de formule pour la perm�eabilit�e de bloc, avec p
qui se calcule par calage sur des r�esultats d'exp�eriences num�eriques.
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3.3.3 Composition de bornes th�eoriques

Bornes fondamentales

Matheron (1967) sugg�ere une formule o�u la perm�eabilit�e e�ective est une moyenne pond�er�ee des
bornes de Wiener.

Kef = (�a)
�(�h)

1��; avec � 2 [0; 1] (3.9)

Dans le cas d'un milieu statistiquement homog�ene et isotrope on aurait :

� =
D � 1

D

Ce mod�ele est rigoureusement exact dans le cas d'une perm�eabilit�e factoris�ee (Matheron 1993).
C'est-�a-dire de la forme :

K(x) = k1(x1)k2(x2) : : : kD(xD)

Dans le cas d'un milieu anisotrope mais statistiquement homog�ene Ababou (1995) propose de
prendre :

Kii
ef =(�a)

�i (�h)
1��i

�i =
(D � lh=li)

D

(3.10)

avec li la longueur de corr�elation dans la direction consid�er�ee et lh la moyenne harmonique des
longueurs de corr�elations dans les directions principales d'anisotropie.

Bornes de Cardwell et Parsons
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Fig. 3.4 : Calculs des bornes de Cardwell et Parsons et des valeurs interm�ediaires K3 et K4 en trois

dimensions.
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Gu�erillot, Rudkiewicz, Ravenne, Renard, and Galli (1990) propose de prendre la moyenne g�eom�etrique
des deux bornes de Cardwell et Parsons (not�ees K1 et K2). Selon Kruel-Romeu (1994), Lemouzy
(1991) g�en�eralise cette id�ee et utilise les valeurs interm�ediaires K3 et K4 que l'on peut calculer en
modi�ant l'ordre de regroupement dans le calcul des bornes de Cardwell et Parsons (�gure 3.4).
Il propose ainsi pour les milieux tridimensionnels :

Kxx
b = 6

q
K2

1K
2
2K3K4

avec :

K1 = �xh(�
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Kruel-Romeu (1994) introduit des puissances contrôlant l'inuence de l'anisotropie :

Kxx
b = K

(�y2�z3+�z2�y3)
1 K

(1��y3��z3)
2 K

(1��y2)�z3
3 K

(1��z2)�y3
4 (3.11)

avec :

�y2 =
arctan

p
ay

�=2
�z2 =

arctan
p
az

�=2
�y3 =

�y2(1� �z2)

1� �y2�z2
�z3 =

�z2(1� �y2)

1� �y2�z2

ay =
kyy

kxx

�
dx
dy

�2
et az =

kzz

kxx

�
dx
dz

�2
repr�esentent les facteurs d'anisotropies dus �a l'aplatissement du

maillage (dx, dy et dz repr�esentent les tailles des mailles dans chaque direction) et �a l'anisotropie
des perm�eabilit�es locales (qui est suppos�ee constante sur toutes les mailles).
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3.4 M�ethodes d�eterministes

Dans l'approche d�eterministe, le champ de perm�eabilit�e k(x) et les conditions aux limites sont
suppos�es connus. Si le champ de perm�eabilit�e est suÆsamment simple (milieu strati��e par exemple)
il existe des solutions analytiques exactes. Dans le cas plus g�en�eral, il est n�ecessaire de r�esoudre
num�eriquement soit l'�equation de la di�usivit�e, soit un probl�eme associ�e (m�ethodes aux �equations
homog�enes). Ces calculs peuvent être extrêmement coûteux en temps calcul. Un ensemble de
techniques approch�ees (tube de courant, renormalisation) ont donc �et�e d�evelopp�ee.

3.4.1 Solution analytique de l'�equation de la di�usivit�e

La r�esolution analytique de l'�equation de la

q=0

h1 h2

q=0

x

y

Fig. 3.5 : Exemple de milieu strati��e.

di�usivit�e (div [k gradh] = 0) est possible
dans le cas des �ecoulements uniformes dans
les milieux strati��es. Les deux r�esultats les
plus connus sont que la perm�eabilit�e �equiva-
lente pour un �ecoulement perpendiculaire aux
strates est la moyenne harmonique �h des per-
m�eabilit�es locales et, pour un �ecoulement pa-
rall�ele aux strates, la moyenne arithm�etique
�a.

�a =(x2 � x1)
�1
Z x2

x1

k(x)dx

�h =(x2 � x1)

�Z x2

x1

dx

k(x)

��1
si 8x; k(x) 6= 0

(3.12)

Si l'on suppose que les variations de k suivant x sont discr�etes, c'est �a dire que le milieu est constitu�e
de n couches, chacune d'�epaisseur ei et de perm�eabilit�e ki alors les moyennes arithm�etique et
harmonique s'�ecrivent :

�a =

 
nX
i=1

ei

!�1 nX
i=1

kiei

�h =

 
nX
i=1

ei

! 
nX
i=1

ei

ki

!�1
si 8 ki; ki 6= 0

(3.13)

Fig. 3.6 : �Ecoulement dans une direction donn�ee �a travers un milieu strati��e (d'apr�es Bear 1972)
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En se basant sur les lois de r�eexion-r�efraction �a l'interface entre deux milieux de perm�eabilit�es
di��erentes, Marcus et Evenson (1961) obtiennent une formule qui permet de calculer la perm�eabilit�e
�equivalente KÆ

b en fonction de l'angle que fait la direction moyenne d'�ecoulement avec la strati�-
cation Æ. Cette formule est tir�ee de Bear (1972).

KÆ
b

1 + (
KÆ
b

K0
)2 cot2 Æ0

=

Pn
i=1 biPn

i=1
bi

Ki sin2 Æi

(3.14)

Les r�esultats pr�ec�edents ne sont valables que si les perm�eabilit�es locales sont scalaires. Dans le
cas o�u elles sont tensorielles, Quintard and Whitaker (1987) montrent que pour un milieu strati��e
compos�e de deux phases de perm�eabilit�es tensorielles k0 et k1 le tenseur de perm�eabilit�e e�ective
s'exprime par :

K = f0k0 + f1k1 +

f0f1 (k0 � k1) �
�

1 0
0 0

�
� (k1 � k0)�

1
0

�
� (f0k1 + f1k0) �

�
1
0

� (3.15)

avec f0 =
V0
Vtot

la fraction de milieu de perm�eabilit�e k0 et f1 la fraction de milieu de perm�eabilit�e
k1. Le même r�esultat a �et�e obtenu par Kasap and Lake (1990) en calculant, en deux dimensions,
la perm�eabilit�e �equivalente d'un bloc constitu�e de deux parall�el�epip�edes de perm�eabilit�es (ten-
sorielles) di��erentes, en supposant que les lignes de courant qui traversent ce syst�eme sont des
droites. L'annexe B g�en�eralise ce calcul en trois dimensions.

3.4.2 R�esolution num�erique de l'�equation de la di�usivit�e

Plusieurs techniques existent pour r�esoudre num�eriquement des �equations di��erentielles : les
di��erences �nies, les �el�ements �nis, les �el�ements �nis mixtes, les �el�ements spectraux, etc. Dans
le cas de l'�equation de la di�usivit�e, ces techniques permettent le calcul d'une solution approch�ee
(h(x; y; z) et u(x; y; z)) pour n'importe quel champ de perm�eabilit�e et n'importe quelles conditions
aux limites.

Les m�ethodes de calcul de la perm�eabilit�e �equivalente par r�esolution de l'�equation de la di�usivit�e
sont appel�ees parfois m�ethodes inverses (Bachu and Cuthiell 1990; Dykaar and Kitanidis 1992b).

M�ethodes locales et conditions aux limites

Perm�eabilit�e directionnelle

h1 h2

Fig. 3.7 : Conditions limites \de type perm�eam�etre"
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On emploie des conditions aux limites de type perm�eam�etre : on impose une charge constante h1
sur la face d'entr�ee du bloc, une charge constante h2 sur la face oppos�ee, et un ux nul sur les
autres faces (�gure 3.7). Le di��erence de charge est not�ee �H = h2 � h1. On simule, avec ces
conditions aux limites et �a l'aide d'un mod�ele num�erique, l'�ecoulement dans le bloc. On obtient
ainsi les d�ebits sur les �el�ements de discr�etisation. La sommation des d�ebits �el�ementaires permet
d'obtenir le d�ebit total Q qui traverse le bloc. La perm�eabilit�e du bloc est alors donn�ee par :

Kb = �Q

S

L

�H
(3.16)

avec L la distance entre les deux faces �a charge impos�ee, �H la di��erence de charge et S la section
travers�ee par le d�ebit Q. En faisant tourner les conditions aux limites et en simulant �a nouveau
l'�ecoulement on obtient la perm�eabilit�e suivant les trois directions x, y et z. Ce type de calcul a
�et�e appliqu�e d�es les d�ebuts de l'emploi des m�ethodes num�eriques (Warren and Price 1961).

Perm�eabilit�e tensorielle

dx

dy

h(x,y0+dy) = h(x,y0)

(x0,y0)

h(x0+dx,y)

h(x,y0)

h(x0+dx,y) = h(x0,y)+C

(x0,y) =   (x0+dx,y)VV

(x,y0)V

(x,y0+dy) =   (x,y0)VV

(xo+dx,y)V

Fig. 3.8 : Conditions limites de type p�eriodique

De nombreux auteurs ont fait remarquer l'importance d'utiliser un tenseur complet de perm�eabilit�e
�equivalente (White and Horne 1987; Durlofsky 1991; Pickup et al. 1994). En e�et, il n'y a pas
de raison de supposer que les directions principales de la perm�eabilit�e �equivalente sont toujours
parall�eles aux axes de la grille utilis�ee. De plus, d'une maille de la grille �a la suivante les directions
principales d'anisotropie peuvent changer. Et ce, même si les perm�eabilit�es macroscopiques sont
isotropes. Les termes crois�es de la perm�eabilit�e �equivalente sont diÆciles �a mesurer sur �echantillon
et �a grande �echelle. Mais leur calcul par des m�ethodes num�eriques ne pose pas de diÆcult�es
majeures. Il n'y a donc pas de raison de les n�egliger.

Durlofsky (1991) propose d'utiliser des conditions aux limites p�eriodiques (�gure 3.8). Un gradient
de charge constant et l'�egalit�e des vitesses sont impos�es point �a point sur les faces oppos�ees du
domaine { cela revient �a supposer que le milieu est p�eriodique dans l'espace.

On peut alors calculer, pour un gradient dans une direction donn�ee, les ux dans toutes les
directions. Le tenseur de perm�eabilit�e s'exprime alors :

Kuv
b = �Qv

u

S

L

�Hv
(3.17)

Avec Qv
u le d�ebit dans la direction u r�esultant d'un gradient de charge dans la direction v (�Hu).

L'emploi de conditions aux limites p�eriodiques permet d'obtenir un tenseur de perm�eabilit�e qui
est toujours sym�etrique et qui v�eri�e outre l'�egalit�e des ux l'�egalit�e des �energies dissip�ees (B�e
1994).
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h1 h2

h(x) = ax + b

Fig. 3.9 : Conditions limites de type uniforme

Dans le même esprit, des conditions aux limites uniformes (�gure 3.9) ont �et�e employ�ees pour le
calcul du tenseur de perm�eabilit�e (Long et al. 1982; Billaux 1990; Ababou et al. 1994; Holden and
Lia 1992; Bierkens and Weerts 1994; Gallou�et and Gu�erillot 1994). La charge varie lin�eairement
sur les six faces du bloc h(x; y; z) = ax+by+cz+d. Cela revient �a immerger le bloc dans un milieu
homog�ene soumis �a un �ecoulement uniforme et �a supposer que le bloc ne modi�e pas l'�ecoulement
ext�erieur. Ce qui n'est pas le cas d�es que le champ de perm�eabilit�e dans le bloc n'est pas homog�ene.
Ainsi, ces conditions aux limites ne sont pas tr�es r�ealistes physiquement.

On remarquera que les conditions aux limites de type uniforme ne donnent pas un tenseur de
perm�eabilit�e sym�etrique contrairement aux conditions de type p�eriodique.

Madsen (1994) propose une m�ethode dans le cas de maillages constitu�es d'�el�ements �nis trian-
gulaires ou t�etra�edriques r�eguliers. En utilisant le crit�ere d'�egalit�e des �energies dissip�ees et des
conditions aux limites de types uniformes, sa technique permet d'obtenir un tenseur complet de
perm�eabilit�e qui est toujours sym�etrique.

M�ethodes non-locales

General Tensor Scaling

Cette technique est la premi�ere m�ethode non-locale qui ait �et�e propos�ee (White and Horne 1987).
La technique est d�ecrite en 2D(3, mais elle est ais�ement g�en�eralisable en 3D (Annexe 4.1.6). Elle
permet le calcul des tenseurs de transmissivit�e de passage �a grande �echelle.

Avant d'entrer plus en d�etail dans la m�ethode, nous rappelons le prin-

T1 T2

h1 h2

xl

Fig. 3.10 : Formulation

aux di��erences �nies

cipe de base de la discr�etisation de la loi de Darcy avec la technique
des di��erences �nies, cela nous permet d'introduire la notion de trans-
missivit�e de passage. La charge hydraulique est discr�etis�ee au centre de
chaque maille (�gure 3.10). Le gradient de charge entre deux mailles est
approch�e par la di��erence des charges, aux centres des mailles, divis�ee
par la distance entre les centres des mailles.

(gradh)x =
h2 � h1

lx

La vitesse de Darcy entre deux mailles est exprim�ee �a l'aide de la trans-

missivit�e de passage Tp, qui est une moyenne pond�er�ee des transmissivit�e des deux mailles {
fr�equemment, on suppose que les deux mailles sont en s�eries et on utilise une moyenne harmo-

3Ainsi White and Horne (1987)) s'int�eressent aux transmissivit�es et non aux perm�eabilit�es.
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nique.

ux = �Tp
h2 � h1

lx
avec Tp =

2T1T2
T1 + T2

Pour appliquer le General Tensor Scaling, il faut simuler l'�ecoulement sur le domaine entier �a
l'�echelle de la grille �ne avec plusieurs jeux de conditions aux limites. Cela peut parâ�tre prohibitif,
mais dans un contexte p�etrolier o�u la grille de perm�eabilit�e apr�es changement d'�echelle sera utilis�ee
pour simuler des �ecoulements polyphasiques, tr�es coûteux en temps calcul, cela devient int�eressant.

Ces simulations permettent d'avoir les champs de charges hydrauliques h(x; y; i) et de vitesses
u(x; y; i) �a l'�echelle �ne pour i = 1; : : : ; n conditions aux limites di��erentes. Les charges �a grande
�echelle H(x; y; i) sont calcul�ees par prise de moyenne volumique pond�er�ee par l'emmagasinement
�a l'int�erieur de chaque bloc de la grille grossi�ere.

H(x; y; i) =

R
V
h(x; y; i)S(x; y)dVR

V
S(x; y)dV

Cette charge est a�ect�ee au centre de la maille grossi�ere. Les vitesses �a grande �echelle sont calcul�ees
en faisant la moyenne des vitesses obtenues �a petite �echelle.

U (x; y; i) =
1

A

Z
A

u(x; y; i)dA

avec A l'aire de la surface s�eparant les deux blocs. Ainsi munis des vitesses et des charges �a
grande �echelle, on peut �ecrire, pour chaque interface s�eparant deux blocs, une �equation de Darcy
tensorielle m�egascopique.

U (x; y; i) = T b grad (H(x; y; i)); T b =

�
Txx Txy
Tyx Tyy

�

Les inconnues sont alors les composantes du tenseur T b. On remarquera que White et Horne n'im-
posent pas, a priori, que le tenseur soit sym�etrique. Ils proposent d'utiliser la m�ethode des moindres
carr�es pour r�esoudre ce probl�eme en minimisant l'�ecart sur les ux. Le crit�ere des moindres carr�es
peut s'�ecrire alors :

� =
nX
i=1

(U (i)� T geI(i))
2 = minimum

avec I le gradient de charge entre les deux blocs voisins. Pour une interface s�eparant deux blocs,
White et Horne calculent le gradient ainsi :

Ix(x+ 1=2; y; i) =
H(x+ 1; y; i)�H(x; y; i)

�x

Iy(x+ 1=2; y; i) =
1

2

�
H(x+ 1; y + 1; i)�H(x+ 1; y � 1; i)

�y
+
H(x; y + 1; i)�H(x; y � 1; i)

�y

�

La minimisation de � conduit �a r�esoudre un syst�eme lin�eaire dont les composantes du tenseur T b

sont solutions. Par exemple, Txx et Txy sont solutions de :

�
a b

b d

�
:

�
Txx
Txy

�
=

�
S1
S2

�
(3.18)

avec

a =

nX
i=1

Ix(i)
2 b =

nX
i=1

Ix(i)Iy(i) d =

nX
i=1

Iy(i)
2
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et

S1 =
nX
i=1

Ix(i)Ux(i) S2 =
nX
i=1

Iy(i)Ux(i)

Un syst�eme voisin permet de d�eterminer Tyx et Tyy. Il suÆt de remplacer Txx par Tyx et Txy par
Tyy et de changer la d�e�nition de S1 et S2 dans le second membre de l'�equation (3.18) :

S1 =

nX
i=1

Ix(i)Uy(i) S2 =

nX
i=1

Iy(i)Uy(i)

Utilisation du voisinage

G�omez-Hern�andez and Journel (1990) proposent d'utiliser seulement

S

E

Fig. 3.11 : Utilisation du

voisinage

une \peau" autour du bloc consid�er�e (�gure 3.11) Les conditions ne
sont pas impos�ees directement sur la fronti�ere du bloc (S sur la �-
gure 3.11) mais le bloc est immerg�e dans le milieu h�et�erog�ene r�eel qui
l'entoure et les conditions sont impos�ees aux fronti�eres de ce domaine
(E sur la �gure). G�omez-Hern�andez and Journel (1990) utilisent des
conditions limites de type uniformes sur E.

La taille des calculs est ainsi r�eduite par rapport au General Tensor
Scaling tout en maintenant la prise en compte de l'e�et non local
et le calcul du tenseur de perm�eabilit�e par la m�ethode des moindres
carr�es. Holden and Lia (1992) utilisent la même technique. Ils re-
marquent que le calcul du tenseur de perm�eabilit�e semble converger
plus rapidement que le calcul de la solution en charge hydraulique. Ils
proposent donc de modi�er le programme de r�esolution num�erique de l'�equation de la di�usivit�e
pour que le crit�ere de convergence soit sur la perm�eabilit�e �equivalente. Cela rendrait la m�ethode
num�erique plus performante, selon ces auteurs.

3.4.3 �Equations homog�enes

Wen and G�omez-Hern�andez (1993) regroupent les techniques dites d'homog�en�eisation, de prise
de moyenne spatiale et la m�ethode des moments sous la terminologie : m�ethodes aux �equations

homog�enes. Ce groupe de techniques est d'un int�erêt th�eorique majeur. Il pose le probl�eme de
changement d'�echelle sous des formalismes math�ematiques di��erents, mais qui permettent tous de
passer des �equations �a une �echelle donn�ee aux �equations �a une �echelle plus grossi�ere, contrairement
aux autres techniques (mise �a part l'approche g�eostatistique) qui supposent que la loi de Darcy
�a grande �echelle existe et qui cherchent seulement �a calculer la perm�eabilit�e �equivalente. Une
comparaison de la th�eorie de l'homog�en�eisation et de la prise de moyenne spatiale est pr�esent�ee
dans l'article de Bourgeat, Quintard, and Whitaker (1988).

Th�eorie de l'homog�en�eisation

La m�ethode des �echelles multiples dite th�eorie de l'homog�en�eisation se d�e�nit comme l'analyse
asymptotique pour les milieux p�eriodiques. Plusieurs ouvrages traitent du sujet (Bensoussan et al.
1978; Ene and Poli�sevski 1987; Sanchez-Hubert and Sanchez-Palencia 1992).

Cette approche connâ�t actuellement des d�eveloppements pour les milieux al�eatoires stationnaires
(non p�eriodiques). Par exemple, Bourgeat, Kozlov, and Mikeli�c (1995) d�eveloppent la th�eorie
dans le cas des �ecoulements diphasiques. Ils proposent un algorithme qui permet de d�eterminer
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la perm�eabilit�e �equivalente absolue d'un milieu al�eatoire, ainsi que la taille minimale du volume
qu'il faut homog�en�eiser pour obtenir une valeur repr�esentative. Une application de cet algorithme
est montr�e par exemple dans (Badea and Bourgeat 1995). On regrettera que les contrastes de
perm�eabilit�es employ�es soient faibles et que l'approche ne soit pas compar�ee �a des m�ethodes plus
classiques. Un r�esultat th�eorique avec le même type d'approche est propos�e par Kozlov (1993)
pour les milieux al�eatoires isotropes. Ce r�esultat est d�ecrit dans la section 3.6.2 page 47.

Dans la suite, nous ne traiterons que de l'approche de base pour les milieux p�eriodiques. Les deux
caract�eristiques principales de ce formalisme sont :

1. L'existence d'un petit param�etre, en g�en�eral not�e �, qui permet une analyse de type d�evelop-
pement asymptotique. La justi�cation de l'existence de ce petit param�etre est que les milieux
h�et�erog�enes pr�esenteraient deux �echelles spatiales distinctes. L'h�et�erog�en�eit�e �ne de longueur
caract�eristique l est incluse dans un syst�eme de variations �a grande �echelle de longueur
caract�eristique L. L peut par exemple être la taille du volume �etudi�e. On d�ecrit alors les
ph�enom�enes dans deux syst�emes de coordonn�ees, x pour les variations macroscopiques et
y = x

� pour les variations microscopiques, avec � d�e�nit par � = l
L .

2. Le milieu est suppos�e p�eriodique et, par voie de cons�equence, les ph�enom�enes qui s'y pro-
duisent �egalement. Cela est introduit dans la m�ethode en supposant que les di��erents termes
des d�eveloppements asymptotiques sont p�eriodiques par rapport �a la variable y. La p�eriode
�etant le petit param�etre � introduit pr�ec�edemment.

Pourquoi �etudier des milieux p�eriodiques alors que l'on

(a) (b)

L

l

Fig. 3.12 : Milieu p�eriodique constitu�e de

deux phases (a) et cellule unitaire du mi-

lieu p�eriodique (b).

sait pertinemment que les milieux naturels ne le sont
pas ? Tout d'abord, pour de tels milieux il existe des ou-
tils math�ematiques permettant de prouver l'existence et
l'unicit�e de la solution. Ensuite cette hypoth�ese permet
d'obtenir des r�esultats nouveaux concernant les �equa-
tions macroscopiques. En�n, il est raisonnable de pen-
ser que des conditions aux limites de type p�eriodique
ne sont pas plus arbitraires que des conditions de type
perm�eam�etre ou uniforme. Ces derni�eres correspondant
en fait �a d'autres hypoth�eses tout aussi contraignantes
sur la nature du milieu (voir discussion page 86). De
plus, si le calcul s'e�ectue dans le cas o�u une perm�eabilit�e
e�ective �emerge, alors celle-ci doit être ind�ependante
des conditions aux limites, et l'emploi des conditions

p�eriodiques n'a alors plus aucune importance.

La m�ethode d'homog�en�eisation donne un cadre th�eorique coh�erent pour le calcul de la perm�eabili-
t�e e�ective. On remarquera que le calcul des param�etres e�ectifs n�ecessite la r�esolution num�erique
de la formule r�esultant des d�eveloppements math�ematiques. L'avantage par rapport aux m�ethodes
num�eriques directes serait une meilleure connaissance de l'erreur d'approximation commise.

Cette m�ethode a �et�e appliqu�ee �a de nombreux probl�emes de changement d'�echelle di��erents. Ainsi,
elle permet le passage des �equations de Navier-Stokes �a celle de Darcy (Mei and Auriault 1989),
l'�etude des �ecoulements monophasiques (S�aez et al. 1989; Otero et al. 1990), polyphasiques en
milieu poreux (S�aez et al. 1989) et fractur�es (Bourgeat 1984).

Pour illustrer la m�ethode dans le cas d'un �ecoulement monophasique, nous reprenons les principales
�etapes du calcul en suivant l'article de Njifenjou (1994). Le point de d�epart est l'�ecriture des
�equations de continuit�e et de la loi de Darcy. Il est alors postul�e que la pression peut être d�evelopp�ee
sous la forme :

p = p0(x) + �p1(x;y) + �2p2(x;y) + : : : ; y =
x

�
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Il en r�esulte que la vitesse dans le milieu poreux s'exprime par :

v = v0(x) + �v1(x;y) + �2v2(x;y) + : : :

avec vk = �k
�

�
gradxpk + gradypk+1

�
; k = 0; 1; 2; : : :

gradx repr�esente le gradient par rapport �a x et grady le gradient par rapport �a y.

Lorsque � tend vers 0 on obtient les �equations homog�en�eis�ees :

div< v0 > = 0 (3.19)

< v0 >= �Kef

�
gradxp0 (3.20)

Les crochets <> repr�esentent l'op�erateur prise de moyenne volumique sur la p�eriode de r�ef�erence
(par rapport �a la variable y), et la perm�eabilit�e e�ective s'exprime par la formule (S�aez, Otero,
and Rusinek 1989; Njifenjou 1994) :

K
ij
ef =< kij > + <

DX
m=1

kim
@bj

@ym
> i; j = 1; : : : ; D (3.21)

Le vecteur auxiliaire b est d�e�ni par ses composantes bi(y), solutions du syst�eme d'�equations :

divy
�
k gradybi

�
= �divyki dans 
 (3.22)

bi p�eriodique sur � (3.23)

Le second membre d�esigne la divergence de la i�eme composante du tenseur k. L'existence et
l'unicit�e de b ont �et�e montr�ees par Bensoussan et al. (1978). On a < b >= 0 dans 
. Le terme

<
PD

m=1 k
im @bj

@ym
> est parfois appel�e tortuosit�e et not�e � .

En posant u(y) = b(y) + y, Njifenjou (1994, �equation 34) donne une expression �equivalente �a
l'�equation (3.21) :

K
ij
ef =

1




Z



k gradui � grad uj d!; i; j = 1; : : : ; D

avec

�
div (k gradui) = 0 dans 


ui(x)� xi 
 p�eriodique sur �

L'avantage de cette formulation est qu'elle permet de montrer directement la sym�etrie de Kef

et qu'elle se prête plus facilement a un traitement num�erique. Njifenjou utilise pour r�esoudre le
probl�eme en b une m�ethode d'�el�ements �nis mixtes.

Il remarque �egalement que div (ujk gradui) = k gradui � graduj + uj div (k grad ui) et en ap-
pliquant le th�eor�eme de la divergence il obtient (Njifenjou 1993) :

K
ij
ef = � 1




Z
�

uj(k gradui � n)d i; j = 1; : : : ; D

Cette m�ethode pour calculer le tenseur de perm�eabilit�e �equivalent est tr�es proche de celle propos�ee
par Bamberger (1977) cit�e par Njifenjou (1993, p. 178) La seule di��erence avec la formule pro-
pos�ee par Njifenjou r�eside dans le choix des conditions aux limites d�e�nissant le vecteur u. Pour
Bamberger, qui �etudie un milieu poreux h�et�erog�ene non p�eriodique, on remplace la condition de
p�eriodicit�e sur ui par :

ui(x) = xi i = 1; 2; : : : ; D sur �

37



Chapitre 3 { �Etude bibliographique

Prise de moyenne spatiale

La d�enomination compl�ete est \prise de moyenne des �equations par int�egration sur un grand
volume et r�esolution du probl�eme de fermeture".

La m�ethode de prise de moyenne avec fermeture s'est d�evelopp�ee en même temps que la th�eorie de
l'homog�en�eisation. Ses objectifs sont semblables mais le formalisme math�ematique est di��erent.
Les valeurs moyennes sont d�e�nies comme des moyennes spatiales. Si l'on s'int�eresse par exemple
�a une grandeur 	 on note < 	 > la grandeur mesurable c'est-�a-dire la moyenne �a l'�echelle locale
et f< 	 >g la moyenne �a grande �echelle, celle-ci est d�e�nie par :

f< 	 >g = 1




Z



< 	 > d! (3.24)

Les grandeurs mesurables sont �ecrites comme �etant �egales �a la valeur �a grande �echelle plus une
d�eviation.

< 	 >= f< 	 >g+ 	̂ (3.25)

Ces d�e�nitions sont introduites dans les �equations d�ecrivant le ph�enom�ene. Les �equations obtenues
sont simpli��ees �a l'aide du th�eor�eme de la prise de moyenne spatiale (Howes and Whitaker 1985).
Et des approximations sont rendues possibles par l'hypoth�ese que l'in�egalit�e suivante est v�eri��ee.

l� r0 � L (3.26)

avec L la taille du domaine, r0 la longueur caract�eristique du volume de prise de moyenne 
 et l la
taille des h�et�erog�en�eit�es. On obtient alors des relations reliant les d�eviations aux variables �a grande
�echelle. Pour obtenir une fermeture du probl�eme il faut d�eterminer les �equations di��erentielles qui
r�egissent les d�eviations et les r�esoudre, le plus souvent num�eriquement. L'avantage de remplacer le
probl�eme initial par le probl�eme de fermeture est que ce dernier est num�eriquement plus stable. La
solution ainsi obtenue serait plus �able que la solution obtenue par r�esolution directe du probl�eme
d'�ecoulement sur le milieu h�et�erog�ene.

Cette m�ethode appliqu�ee au passage �a l'�echelle sup�erieure est appel�ee prise de moyenne �a grande

�echelle, dans le cas du passage de l'�echelle microscopique �a l'�echelle macroscopique on parle de prise
de moyenne locale. Ses principales applications ont �et�e le passage des �equations de Navier-Stokes
�a l'�equation de Darcy (Whitaker 1986a; Anguy, Bernard, and Ehrlich 1995), aux �equations des
�ecoulements multiphasiques (Whitaker 1986b) et aux �equations de transport de masse (Quintard
and Whitaker 1994a). La prise de moyenne �a grande �echelle a �et�e appliqu�ee aux �ecoulements
monophasiques (Quintard and Whitaker 1987) et polyphasiques (Quintard and Whitaker 1988;
Ahmadi and Quintard 1996).

La d�e�nition des variables �a grande �echelle par prise de moyenne spatiale (�equation 3.24) est sujette
�a discussion (Marle 1967; Hassanizadeh and Gray 1979; Narasimhan 1983; Marsily 1989). Il est
clair que la prise de moyenne ne peut se faire que si 	dV est une grandeur additive. Dans notre
cas, cela pose un probl�eme pour la charge hydraulique ou la pression motrice. Certains auteurs
proposent de garder la prise de moyenne volumique, mais de passer �a une grandeur additive en
multipliant la pression par l'emmagasinement (Narasimhan 1980). Ce point de vue est contest�e
par Hassanizadeh and Gray (1979) et Gray (1980) qui rappellent que la pression est d�e�nie par
unit�e de surface et qu'il faut donc faire la prise de moyenne sur une surface et non sur un volume.

Une d�e�nition des variables macroscopiques plus g�en�erale que l'�equation (3.24) est propos�ee par
Matheron (1965) et reprise par Marle (1967), Baveye and Sposito (1984), Cushman (1984), Marsily
(1989), Quintard and Whitaker (1994b), etc. L'id�ee est d'utiliser une fonction de pond�eration dans
la prise de moyenne :

f< 	 >g(x) =
Z



< 	 > (x+ x0)m(x0)dx0 (3.27)
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La fonction de pond�erationm est positive et son int�egrale �etendue �a l'in�ni vaut 1. Cette technique
permet de prendre en compte la nature de la variable physique et de son processus de mesure. Par
exemple il est ais�e de transformer l'int�egrale volumique en int�egrale surfacique, simplement par le
choix d'un fonction m non nulle uniquement sur une surface. On notera que cette approche permet
d'�eliminer des hypoth�eses contraignantes sur la taille du volume de prise de moyenne (notion de
Volume �El�ementaire Repr�esentatif). Mais, même si en th�eorie cette approche est g�en�erale, en
pratique le choix de la fonction de pond�eration reste arbitraire (Marsily 1989).

Fig. 3.13 : Milieu poreux �a deux phases (d'apr�es Quintard, 1987).

Pour illustrer la m�ethode de prise de moyenne avec fermeture, nous reprenons la d�emarche expos�ee
par Quintard and Whitaker (1987) pour un �ecoulement monophasique dans un milieu constitu�e
de deux phases (voir �gure 3.13). Ils partent des �equations de Darcy et de continuit�e �a l'�echelle
locale dans chaque phase :

div< v >! = 0

< v >!= �
k!

�
(grad< p >! � �g)

�
dans !

div< v >� = 0

< v >�= �
k�

�
(grad< p >� � �g)

)
dans �

avec comme conditions aux limites aux interfaces :

n!�� < v >!= n!�� < v >�

< p >!=< p >�

�
sur A!�

Apr�es introduction des d�eviations et application du th�eor�eme de prise de moyenne spatiale, en sup-
posant de plus que les contraintes sur les �echelles des h�et�erog�en�eit�es sont respect�ees, ils obtiennent
que l'�ecoulement �a grande �echelle est r�egi par les �equations :

div f< v >g = 0

f< v >g = � 1
�

h
fkg (grad f< p >g � �g) +

n
k̂ grad p̂

oi
Pour obtenir la fermeture du probl�eme il faut connâ�tre les d�eviations p̂. En supposant qu'il
est suÆsant d'�etudier les d�eviations dans une cellule repr�esentative du milieu, ils calculent les
d�eviations uniquement sur une maille �el�ementaire dans un syst�eme spatialement p�eriodique dont
les vecteurs de bases sont not�es 11;12 et 13. Ils montrent alors que le terme contenant les d�eviations
peut s'exprimer �a l'aide d'un vecteur arbitraire b d�e�nit par le probl�eme de fermeture suivant :

k! :rrb! = 0 dans !
k� :rrb� = 0 dans �
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sous les conditions aux limites :

n!� � k! �rb! = n!� � k� �rb� + n!� � (k� � k!)
b! = b�

�
sur A!�

b!(r + 1i) = b!(r)
b�(r + 1i) = b�(r)

i = 1; 2; 3 (p�eriodicit�e)

et l'�equation de Darcy �a grande �echelle devient

f< v >g = �Kef

�
(grad f< p >g � �g) (3.28)

avec

Kef = �!k! + ��k� + (k� � k!) �
 

1

V1

Z
A!�

n!�b!

!
(3.29)

�! = V!
V
1

est la fraction de la phase ! dans le milieu et, de même, �� est la fraction de la phase �.

Le probl�eme de fermeture est r�esolu analytiquement dans le cas d'un milieu strati��e (voir �equation 3.15,
page 31). Dans le cas g�en�eral, le probl�eme de fermeture doit être r�esolu num�eriquement. Un exemple
est donn�e dans le cas d'un milieu �a h�et�erog�en�eit�es rectangulaires p�eriodiques.

M�ethode des moments

Kitanidis (1990) utilise la m�ethode des moments de Taylor-Aris, g�en�eralis�ee par Brenner (Brenner
1980; Brenner 1982) pour obtenir des �equations homog�en�eis�ees dans le cas d'un milieu p�eriodique.
Cette m�ethode est aussi parfois appel�ee m�ethode num�erique spectrale.

Comme pour les deux techniques d�ecrites pr�ec�edemment, le calcul de la perm�eabilit�e e�ective
se fait en deux �etapes. On r�esout tout d'abord le probl�eme aux limites concernant les variables
auxiliaires b1; b2; : : : ; bD. Ici il s'exprime ainsi :

div (k grad bi) = divki

soumis �a des conditions aux limites p�eriodiques, avec ki la i�eme colonne de la matrice k. Ces
�equations di��erentielles sont r�esolues par une m�ethode num�erique spectrale (Dykaar and Kitanidis
1992a).

Le calcul des termes du tenseur de perm�eabilit�e �equivalente se fait ensuite avec la formule :

K
ij
ef = � 1

2V

Z
V

(Ki � grad bj + kj � grad bi) dV +
1

V

Z
V

kijdV (3.30)

3.4.4 Tube de courant

La m�ethode des tubes de courant permet de calculer la perm�eabilit�e verticale d'un syst�eme bi-
naire sable-argile. Les formations argileuses sont d�ecrites par des rectangles (en 2D) ou des pa-
rall�el�epip�edes (en 3D) aplatis et de perm�eabilit�e nulle. La perm�eabilit�e �a grande �echelle est obtenue
en calculant les pertes de charge, le long d'un tuyau tortueux circulant dans la matrice sableuse
isotrope (Haldorsen and Lake 1982; Martin and Cooper 1984). Une am�elioration de la m�ethode
consiste en l'incorporation de param�etres statistiques sur la taille et l'abondance des inclusions
argileuses, et sa g�en�eralisation aux milieux strati��es (Begg and King 1985). Le sable est suppos�e
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de perm�eabilit�e anisotrope khj et kvj . La perm�eabilit�e �equivalente est exprim�ee en fonction de la
longueur des lignes de courant dans le milieu. Les lignes de courant sont approch�es par des lignes
verticales et horizontales (�gure 3.14). La formule propos�ee est tir�ee de l'article de synth�ese de
Fayers and Hewett (1992) :

Kv =
(1� Fs)H

2

NS

NSX
i=1

1

SiSei
(3.31)

avec FS fraction d'inclusions argileuses, H l'�epaisseur de la formation, NS nombre de lignes de
courant s�electionn�ees, Si la longueur de la i�eme ligne de courant et Sei la longueur pond�er�ee par
la perm�eabilit�e :

Si =

NjX
j

0
@hj +

njX
j

dijk

1
A Sei =

NjX
j

0
@ hj

kvj
+

njX
j

deijk

1
A

nj est le nombre d'inclusions imperm�eables rencontr�ees dans la couche j.

La longueur horizontale du ki�eme pas de la i�eme ligne de

(a) (b)

Fig. 3.14 : M�ethode approch�ee pour cal-

culer la longueur du tube de courant : (a)

vraie ligne de courant ; (b) approximation

par des segments de droites (d'apr�es Begg

and King, 1985).

courant dans la j�eme couche est donn�ee par :

dijk = r1ijk lijk ou r2ijkwijk

deijk =
r1ijk lijk

kxj
ou

r2ijkwijk

kyj

o�u r1ijk et r2ijk sont des nombres al�eatoires uniformes,
et lijk et wijk sont la longueur et l'�epaisseur des inclu-
sions.

Cette �equation peut être approch�ee dans le cas de syst�eme
complexe par :

Kv =
(1� FS)H

2PNj

j (hj + fjdj)
PNj

j ( 1
kvj

+
fj

khj �dj
)

(3.32)

o�u fj est le nombre d'inclusions argileuses par m�etre
dans la couche j et

�dj =
�wj

6�lj
(3�lj � �wj)

3.4.5 Renormalisation dans l'espace r�eel

D'un point de vue historique, la renormalisation est issue de la physique statistique (Kadano�
1966; Wilson 1975). La renormalisation est utilis�ee fr�equemment dans le contexte de la th�eorie de
la percolation (cf. x 3.5.2 page 45) et dans une approche statistique pour pr�evoir par exemple les
seuils de percolation (voir Sahimi 1994 pour une synth�ese r�ecente). Ici, les techniques pr�esent�ees
sont uniquement appliqu�ees au calcul de la perm�eabilit�e �equivalente pour un milieu donn�e, dans
ce contexte renormalisation doit être entendu comme proc�edure d'aggr�egation it�erative. Cette
utilisation de la renormalisation est g�en�eralement associ�ee �a King (1989). Toutefois, une m�ethode
du même type est propos�ee dans la th�ese de Le Loc'h (1987, p. 107-110).

La renormalisation est un algorithme it�eratif. La perm�eabilit�e �equivalente d'une grille �nement
discr�etis�ee est d�etermin�ee par une s�erie d'agr�egations successives. Par exemple, on passe dans un
espace de dimension D, d'une grille constitu�ee de 2nD mailles �a une autre plus grossi�ere contenant
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nD2     mailles une valeur(n−1)D
mailles2

Fig. 3.15 : Principe g�en�eral de la renormalisation.

2(n�1)D mailles. Puis on r�ep�ete cette op�eration jusqu'�a obtenir le maillage de la taille voulue,
�eventuellement une seule maille (�gure 3.15).

Dans ce cas, l'op�eration de base est le calcul de la perm�eabilit�e �equivalente d'une cellule de 2D

mailles. Comme il n'existe pas de formule exacte en 2 et 3D il faut faire un calcul approch�e.
King (1989) utilise pour cela un r�eseau �electrique analogue du milieu poreux. L'obtention de la
perm�eabilit�e se fait par des transformations triangle-�etoile successives (�gure C.3 page 199). Cette
formulation est en fait �equivalente �a une r�esolution du probl�eme d'�ecoulement par une m�ethode
de di��erence �nie avec un sch�ema centr�e (�gure 3.16).

K1 K2

K3 K4

1/2 K21/2 K1

1/2 K1

1/2 K1 1/2 K2

1/2 K1

1/2 K3
1/2 K3

1/2 K3

1/2 K4

1/2 K4
1/2 K4

1/2 K4

1/2 K3

1/2 K2
1/2 K2

K1

K1

K2

K2

K3

K3

K4

K4

ANALOGUE CENTRE ANALOGUE DIRECT

Fig. 3.16 : Analogues �electriques permettant le calcul de la perm�eabilit�e �equivalente d'une cellule de

base.

Plusieurs variantes ont �et�e propos�ees. Elles portent essentiellement sur le type de sch�ema aux
di��erence �nies et sur les conditions aux limites. Par exemple, un sch�ema direct semble plus pr�ecis
(Kruel-Romeu 1994). En utilisant des conditions aux limites p�eriodiques, Gautier and N�tinger
(1997) calculent un tenseur complet. Ils utilisent de plus cette m�ethode pour calculer le champ
des vitesses dans le milieu. En�n, Le Loc'h (1987) propose une m�ethode originale o�u les mailles
ne sont associ�ees que deux �a deux. Cette derni�ere m�ethode est pr�esent�ee dans le chapitre 5.

Nous d�ecrivons ici uniquement les formules permettant la mise en �uvre de la renormalisation
standard et tensorielle en deux dimensions. Les �equations en trois dimensions sont pr�esent�ees en
Annexe C.

Renormalisation standard

En deux dimensions le calcul peut être men�e soit par transformations triangle-�etoile successives soit
en posant un syst�eme lin�eaire de type di��erences-�nies. Les deux formulations sont �equivalentes
et aboutissent �a la formule :

Kxx =
4(k1 + k3)(k2 + k4) [k2k4(k1 + k3) + k1k3(k2 + k4)]

[k2k4(k1 + k3) + k1k3(k2 + k4)] [k1 + k2 + k3 + k4] + 3(k1 + k2)(k3 + k4)(k1 + k3)(k2 + k4)
(3.33)
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Hinrichsen et al. (1993) fournissent dans leur article le programme Fortran qui permet le calcul
en deux et trois dimensions.

Renormalisation tensorielle

Gautier and N�tinger (1997) proposent, dans la même lign�ee, une m�ethode qui permet le calcul
du tenseur complet. Les conditions aux limites sont de type p�eriodique et le sch�ema direct.

Soit un r�eseau carr�e de quatre mailles num�erot�ees de 1 �a 4 (voir �gure 3.16). Pour simpli�er la
pr�esentation, les mailles sont suppos�ees carr�ees. On �ecrit le bilan en chacun des quatre n�uds.
Puis on factorise les coeÆcients sur les charges. Le r�esultat est un syst�eme de quatre �equations
dont les inconnues sont les charges. En remarquant que le syst�eme est li�e, on peut �xer une des
valeurs (par exemple h4 = 0) et r�esoudre un syst�eme 3� 3.

A �
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Ce syst�eme permet de calculer les charges aux n�uds du r�eseau en se �xant les �H . On peut
remarquer que ce syst�eme est li�e et donc qu'il est possible de se �xer une des valeurs de pression
(par exemple h1 = 0) et r�esoudre seulement un syst�eme 3�3. Ensuite on calcule les d�ebits globaux
�a travers le domaine :�

Ux = (kxy3 � kxx1 � k
xy
1 ) h1 + kx1 h2 � (kxx3 + k

xy
3 ) h3 � k

xy
3 �Hy

Uy = (kxy2 � kyy1 � kxy1 ) h1 + (kxy1 � kyy2 � kxy2 ) h2 + kyy1 h3 � kxy2 �Hx

Grâce �a ces �equations on sait exprimer de fa�con complexe Ux en fonction de �Hx et �Hy, de
même pour Uy. Pour obtenir le tenseur �equivalent, on �ecrit donc :�

Kxx Kxy

Kyx Kyy

�
�
�

�Hx

�Hy

�
=

�
Ux(�Hx;�Hy)
Uy(�Hx;�Hy)

�

et on prend les solutions particuli�eres �Hx = 1;�Hy = 0 et �Hx = 0;�Hy = 1. On trouve :

Kb =

�
Ux(1; 0) Uy(1; 0)
Ux(0; 1) Uy(0; 1)

�
(3.34)
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3.5 M�ethodes statistiques

3.5.1 Th�eorie des milieux e�ectifs

Fig. 3.17 : Repr�esentation sch�ematique d'un milieu auto-coh�erent, d'apr�es Dagan (1989). (a) Milieu

h�et�erog�ene constitu�e de plages de perm�eabilit�e constante, (b) Inclusion immerg�ee dans une matrice

uniforme de perm�eabilit�e Ko. (c) Inclusion repr�esent�ee par un sph�ero��de immerg�e dans un milieu

in�ni.

En anglais la d�enomination �equivalente est E�ective Medium Theory (EMT) mais d'autres ter-
minologies sont utilis�ees : milieu auto-coh�erent (self-consistent approach) ou encore embedding
matrix method.

La m�ethode est illustr�ee par la �gure 3.17. Un milieu h�et�erog�ene constitu�e de la juxtaposition de
blocs homog�enes est remplac�e par une seule inclusion de perm�eabilit�eKj ins�er�ee dans une matrice
homog�ene de perm�eabilit�e inconnue Ko. Les conditions aux limites sont suÆsamment �eloign�ees de
l'inclusion pour supposer que le gradient de potentiel, et donc le ux, sont constants autour de
l'inclusion. Si l'inclusion est de forme simple, alors il existe une solution analytique pour le champ
de potentiel �a l'int�erieur et �a l'ext�erieur de l'inclusion. Les hypoth�eses sont que les perturbations
du champ de potentiel dues �a n'importe quelle inclusion n'interf�erent pas avec les perturbations
dues �a une autre inclusion et que Ko = Kef . Le calcul dans le cas d'inclusions sph�eriques donne
(Dagan 1979; Dagan 1989) :

Kef =
1

D

�Z 1

0

f(k)dk

(D � 1)Kef + k

��1
(3.35)

avec f(k) la fonction densit�e de probabilit�e de la perm�eabilit�e. Cette �equation peut s'int�egrer
num�eriquement en incr�ementant Kef jusqu'a obtenir l'�egalit�e. Dagan (1989) et Poley (1988)
donnent �egalement une expression dans le cas d'inclusions ellipso��dales. Il obtiennent ainsi un
tenseur de perm�eabilit�e e�ective anisotrope.

King (1989) �elimine la fonction densit�e de probabilit�e de k et propose la formule it�erative suivante :

Kn+1 =
1

D
D
(k + (D � 1)Kn)

�1
E

Kef = lim
n!1

Kn

(3.36)

avec < > l'op�erateur prise de moyenne, k la perm�eabilit�e locale, Kn la perm�eabilit�e e�ective
estim�ee �a la ni�eme it�eration etKn+1 celle estim�ee �a l'it�eration suivante.D est la dimension d'espace.
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Dans le cas des milieux binaires, l'�equation (3.35) s'exprime :

Kef =
1

D

�
f0

k0 + (D � 1)Kef
+

f1

k1 + (D � 1)Kef

��1

Selon Desbarats, cette formule donne satisfaction pour f0 < 0:6. La phase 0 repr�esentant la phase
de plus faible perm�eabilit�e.

3.5.2 Th�eorie de la percolation

La th�eorie de la percolation traite, d'un point de vue statistique, du probl�eme de la communication
�a travers des syst�emes complexes constitu�es d'objets qui peuvent être en relation ou non.

Un exemple classique (de Gennes 1976) est celui d'une mer parsem�ee d'̂�les. Si le niveau de la
mer baisse, les �̂les grandissent. Petit �a petit certaines �̂les sont reli�ees entre elles par des cordons
littoraux. Si le niveau continue de baisser, un continent va apparâ�tre pour une valeur critique
du niveau de la mer. Il existe alors un chemin continu �a travers le r�eseau de cordons littoraux
qui permet d'aller d'un bord �a l'autre du domaine. Cette transition est appel�ee transition de

percolation, et la valeur critique est d�enomm�ee seuil de percolation.

Ce type de transition apparâ�t dans une tr�es grande vari�et�e de probl�emes : viscosit�e de mat�eriaux
polym�eris�es, conduction dans des milieux h�et�erog�enes, di�usion d'une information ou d'un vi-
rus dans une population, etc. Plus sp�eci�quement Guyon, Hulin, and Lenormand (1984) et plus
r�ecemment Berkowitz and Balberg (1993) �etudient l'ensemble des applications de cette th�eorie �a
la physique des milieux poreux.

En ce qui concerne la perm�eabilit�e �equivalente, la th�eorie de la percolation s'est int�eress�ee aux
mat�eriaux constitu�es de deux phases dont l'une est non perm�eable. Soit n la proportion de milieu
perm�eable. Au voisinage du seuil de percolation nc, on a :

n < nc �! Kef = 0
n > nc �! Kef = A� (n� nc)

� (3.37)

avec � qui est sens�e ne d�ependre que de la dimension d'espace, A et nc qui d�ependent de la
g�eom�etrie du r�eseau (voir tableau 3.2).

On peut noter que cette th�eorie s'applique assez bien �a l'�echelle du pore o�u l'on a r�eellement une
phase imperm�eable (la matrice) et une phase perm�eable (les pores), ou pour les milieux fractur�es
(Sahimi 1994; Bour 1996).

type de milieu A nc � R�ef�erence
2D isotrope 0.5 1.1 (Sykes and Essam 1964)

2D d�epend milieu d�epend milieu 1.1 (de Gennes 1976)
3D d�epend milieu d�epend milieu 1.6 (de Gennes 1976)
3D d�epend milieu d�epend milieu 1.8 (Guyon, Hulin, and Lenormand 1984)

Tab. 3.2 : Quelques valeurs des exposants et du seuil de percolation intervenant dans l'�equation (3.37).
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3.6 M�ethodes g�eostatistiques

Pour traiter l'incertitude li�ee �a la connaissance partielle du sous-sol, l'approche g�eostatistique
consid�ere les variables �etudi�ees comme des fonctions al�eatoires de l'espace.

Dans ce contexte, les variables d'�etat �a grande �echelle sont d�e�nies par des esp�erances math�emati-
ques des variables d'�etats �a l'�echelle inf�erieure. Matheron (1967) montre avec ce formalisme que
dans le cas d'un �ecoulement r�egi par la loi de Darcy �a l'�echelle macroscopique, �a condition que
cet �ecoulement soit quasi-uniforme �a l'�echelle m�egascopique (gradient de charge constant sur des
domaines suÆsamment grands), alors �a l'�echelle m�egascopique �emerge une nouvelle loi de Darcy
reliant les variables m�egascopiques :

E(v) = �KefE(grad(h)) (3.38)

o�u E(v) repr�esente l'esp�erance math�ematique de la vitesse d'�ecoulement dans le domaine et
E(grad(h)) l'esp�erance du gradient de charge. Kef est la perm�eabilit�e e�ective.

La d�etermination de la loi de probabilit�e de la perm�eabilit�e �equivalente se trouve alors pos�ee en
terme d'�equation di��erentielle stochastique, c'est �a dire sous forme d'une �equation di��erentielle
reliant plusieurs variables al�eatoires. La r�esolution compl�ete reviendrait �a d�eterminer pour chaque
fonction al�eatoire sa loi de probabilit�e en tous points. Cela est en g�en�eral impossible. On se
contente de calculer les premiers moments (esp�erance, variance, covariance, etc.) ou au moins leur
approximation. Pour cela un grand nombre de m�ethodes { dont la description d�etaill�ee sort du
cadre de cette th�ese { ont �et�e employ�ees : m�ethode spectrale, m�ethode des perturbations, th�eorie
des champs, m�ethode de Monte Carlo, etc. Nous nous int�eressons uniquement aux principaux
r�esultats. Le lecteur voulant se familiariser �a l'approche stochastique pourra se r�ef�erer �a Matheron
(1967), Dagan (1989), et Gelhar (1993) et il trouvera une revue critique des di��erentes m�ethodes
dans Kitanidis (1995) .

3.6.1 R�egle de pond�eration g�eom�etrique

Un des rares r�esultats exacts est la r�egle de pond�eration g�eom�etrique. Elle a �et�e d�emontr�ee par
Matheron (1967). La d�emonstration, extrêmement �el�egante, repose sur le fait que dans un espace
�a deux dimensions une rotation de 90o transforme un vecteur gradient en un vecteur conservatif et
r�eciproquement. Sous les conditions que la perm�eabilit�e k et son inverse h = 1

k
sont des fonctions

al�eatoires qui admettent les mêmes lois de distribution, et que ces fonctions sont invariantes par
rotation de 90o, alors la perm�eabilit�e e�ective se met sous la forme :

Kef = �g = exp [E(log k)] (3.39)

Les hypoth�eses �enonc�ees ci-dessus sont v�eri��ees dans le cas particulier d'un milieu log-normal
isotrope ou d'un damier.

3.6.2 R�esultats analytiques approch�es et conjectures

Conjecture de Matheron

Landau and Lifshitz (1960), pour les �equations de l'�electrodynamique puis Matheron (1967) pour
les �ecoulements uniformes en milieu poreux isotrope et stationnaire, sugg�erent d'employer une
formule qui est l'approximation au premier ordre de la perm�eabilit�e e�ective.

Kef = �
D�1
D

a �
1
D

h (3.40)
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En trois dimensions et pour le cas des milieux log-normaux, cette formule se met sous la forme :

Kef = �g exp

�
�2ln k

�
1

2
� 1

D

��
(3.41)

avec �2ln k qui repr�esente la variance du logarithme de la perm�eabilit�e. De nombreux auteurs se
sont int�eress�es �a la validit�e de cette formule. En particulier Gutjahr et al. (1978) e�ectuent des
calculs par la m�ethode des perturbations, en supposant que �2ln(k) est petit ils trouvent :

Kef = �g

�
1 +

�
1

2
� 1

D

�
�2ln(k)

�
(3.42)

L'�equation (3.42) est une approximation des r�esultats classiques (moyenne harmonique, moyenne
g�eom�etrique) en une et deux dimensions. Dagan (1993) pousse les calculs �a l'ordre quatre et il
obtient :

Kef = �g

"
1 +

�
1

2
� 1

D

�
�2ln(k) +

1

2

�
1

2
� 1

D

�2

�4ln(k)

#
(3.43)

Les �equations (3.42) et (3.43) correspondent aux premiers termes du d�eveloppement de Taylor
de l'exponentielle. Elles ont donc �et�e utilis�ees pour justi�er la conjecture (3.41). L'avantage de
l'�equation (3.41), par rapport aux �equations (3.42) et (3.43), est qu'elle n'est pas limit�ee aux petites
variances. King (1987) puis N�tinger (1994) utilisent la th�eorie des champs et un formalisme de
fonctions de Green ; N�tinger (1994) montre qu'une sous-s�erie du d�eveloppement perturbatif peut
être re-somm�ee �a tous les ordres. Il montre alors que l'�equation (3.41) est valide pour un milieu
log-normal isotrope non corr�el�e, la formule reste toutefois une approximation. De plus, il indique
que l'�equation (3.41) peut se mettre sous la forme :

Kef =< k1�
2
D >(1� 2

D
)�1 (3.44)

Toutefois, ce sujet n'est pas encore clos. Abramovich and Indelman (1995) et De Wit (1995)
montrent par des d�eveloppements perturbatifs que, pour des milieux isotropes corr�el�es, le coeÆ-
cient en �6ln(k) d�epend de la forme de la fonction de corr�elation. Ce qui est contraire �a la conjecture
de Matheron.

En revanche, Kozlov (1993) montre que la formule 3.44 est asymptotiquement exacte �a partir
d'une hypoth�ese originale sur la nature du milieu. Son mod�ele consid�ere l'existence de n �echelles
d'h�et�erog�en�eit�e embô�t�ees :

kn(x) = k0 exp

�
1p
n
Fn(x)

�

Fn(x) =

nX
k=1

fk(x)

avec fk(x) des champs ind�ependants, statistiquement homog�enes et de longueurs de corr�elation

�k ! 1 quand k ! 1 avec
�k+1
�k

converge aussi vers l'in�ni. Kozlov (1993) remarque alors que

par application du th�eor�eme central limite 1p
n
Fn(x) converge en loi vers une distribution normale

quand n tend vers l'in�ni. Ainsi, si le nombre d'�echelles n est suÆsamment grand, kn peut être
consid�er�e comme log-normal. Sous ces hypoth�eses et en appliquant la th�eorie de l'homog�en�eisation
aux variables al�eatoires, Kozlov montre que la perm�eabilit�e e�ective d'un tel milieu tend asymp-
totiquement vers la moyenne de puissance 1=3 en trois dimensions lorsque n tend vers l'in�ni.

Prise en compte de l'anisotropie

Dans le cas d'un milieu anisotrope de covariance exponentielle, on peut calculer les perm�eabilit�es
e�ectives dans les directions principales d'anisotropie par la formule (Gelhar and Axness 1983;
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Gelhar 1993) d�evelopp�ee au premier ordre en �2ln(k) :

Kii
ef = �g

�
1 + �2ln(k)

�
1

2
� gii

��
(3.45)

avec

gii =

Z +1

�1

k2i
k2

l1l2l3dk1dk2dk3

�2(1 + l21k
2
1 + l22k

2
2 + l23k

2
3)
;

X
i=1;2;3

gii = 1

avec li la longueur de corr�elation dans la direction i et ki la perm�eabilit�e locale dans la direction i.
Cette formule n'est valable que pour �2ln(k) petit. Comme pr�ec�edemment, si on consid�ere l'�equation
pr�ec�edente comme une s�erie de Taylor de la fonction exponentielle tronqu�ee au premier ordre en
�2ln(k), une g�en�eralisation plausible pour les fortes valeur de �2ln(k) est :

Kii
ef = �g exp

�
�2ln(k)

�
1

2
� gii

��
= �a exp

�
�gii�2ln(k)

�
(3.46)

Ababou (1995) propose de prendre en compte l'anisotropie avec une formule simpli��ee :

Kii
ef = �g exp

�
�2ln(k)

�
1

2
� 1

D

lh

li

��
(3.47)

avec li la longueur de corr�elation dans la direction consid�er�ee et lh la moyenne harmonique des
longueurs de corr�elation dans les directions principales d'anisotropie.

Le même type de formule est �egalement propos�e par Neuman (1994) :

Kef = �g exp

�
�2ln(k)

�
1

2
� �

D

��
(3.48)

avec 0 � � � D. Plus pr�ecis�ement � = 1 dans le cas in�ni isotrope, 0 � � � 1 dans le cas �ni
isotrope et 1 � � � D dans le cas in�ni anisotrope Mais il n'indique pas comment calculer a priori
�.

Le d�eveloppement �a l'ordre deux en �2ln(k) (Indelman and Abramovich 1994) aboutit �a une formule
dont le coeÆcient d'ordre deux d�epend de la variance et de la dimension d'espace, mais encore de la
forme de la fonction de covariance C(r) = �2ln(k)�(r) et non seulement des rapports d'anisotropie.

�(r) est la fonction d'autocorr�elation.

Kii
ef = �g

(
1 +

�
1

2
� �i

�
�2ln(k) +

"�
1

2
� �i

�2

+ i

#
�4ln(k)

)
(3.49)

�i =

Z
dp

(2�)2
k2i
k2

~�(p) i = 1; : : : ; D

i =
1

2

Z Z
dqdp

(2�)2D
~�(q)~�(p)q � p q2 + p2

(q + p)2

�
qi

q2
+

pi

p2

�2

avec ~� repr�esente la transform�e de Fourrier de la fonction d'autocorr�elation : ~� =
R
�(r) exp(iKr)dr

. On notera que gii = �i dans le cas o�u la covariance est exponentielle. La conjecture de Gelhar
and Axness (1983) (�equation 3.46) n'est donc pas v�eri��ee �a l'ordre deux.
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Mise en garde

Les r�esultats indiqu�es pr�ec�edemment pourraient faire croire en l'existence de r�egles simples de
calcul de la perm�eabilit�e e�ective. Cela n'est vrai que de fa�con approch�ee. Pour illustrer cette
id�ee, Matheron (1968) e�ectue des calculs par la m�ethode de Schwydler qui consiste �a poser :

k(x)

E(k)
= 1 + (x) avec E() = 0

et �a rechercher l'expression de Kef sous forme de d�eveloppements limit�es. Matheron (1968) �etudie
trois mod�eles de milieux di��erents. Le premier est un \mot crois�e al�eatoire". Le second un milieu
d�ecoup�e en polygones convexes al�eatoires par des droites poissonniennes. Le dernier est un milieu
�a loi in�niment divisible. Il obtient, �a l'ordre trois en , pour les trois mod�eles :

1) Kef = m[1� E(2)
2

+ 0:279E(3)]

2) Kef = m[1� E(2)
2

+ 0:307E(3)]

3) Kef = m[1� E(2)
2 + 0:250E(3)]

On notera que dans les trois cas le coeÆcient du terme d'ordre 3 est di��erent. Ainsi, pour Matheron,
il n'existe pas de r�egle simple de composition des perm�eabilit�es uniform�ement valable, même dans
le cas des milieux al�eatoires isotropes.

Cette remarque va dans le même sens que les calculs d'Indelman and Abramovich (1994) pour
les milieux anisotropes pr�esent�es dans le paragraphe pr�ec�edent et que ceux d'Abramovich and
Indelman (1995) ou De Wit (1995) pour les milieux isotropes log-normaux.

3.6.3 Perm�eabilit�e de bloc

G�omez-Hern�andez est le premier �a avoir �etudi�e le probl�eme de la perm�eabilit�e de bloc d'un point
de vue stochastique.

En prenant comme crit�ere le d�ebit moyen sur le bloc, Rubin and G�omez-Hern�andez (1990) d�e�nissent
la perm�eabilit�e de bloc grâce �a l'�equation suivante :

1

V

Z
V

v(x)dv = �Kb
1

V

Z
V

grad (h)dv (3.50)

V repr�esente le volume du bloc �etudi�e.

L'objectif principal de ce travail �etait d'exprimer l'esp�erance et la covariance de la perm�eabilit�e
de bloc et la covariance crois�ee entre la perm�eabilit�e de bloc et la perm�eabilit�e locale, �a partir de
la loi de distribution de la perm�eabilit�e. Ces expressions ont �et�e obtenues analytiquement en deux
dimensions pour la transmissivit�e de bloc (Rubin and G�omez-Hern�andez 1990) dans le cas o�u la
perm�eabilit�e locale est isotrope et son logarithme suit une loi multi-gaussienne ; les hypoth�eses
sont que le milieu est in�ni, l'�ecoulement uniforme et la variance du logarithme de k petite. En
trois dimensions, pour la perm�eabilit�e on a (G�omez-Hern�andez 1991) :

E(Kb) = �g

"
1 +

�2ln(k)

2
+

1

Ja

�
�2ln(k);Jx � �Cln(k);Jx

�#
(3.51)

CKb
(r) = �2g

�Cln(k)(V; V+r) (3.52)

CKb;ln(k)(V; r) = �g �Cln(k)(V; r) (3.53)
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r est un vecteur de translation, Ja est le module de la moyenne arithm�etique du vecteur gradient
hydraulique (J), Jx est la composante en x de J . Les covariances moyennes ( �C) s'expriment par :

�Cln(k);Jx =
1

V 2

Z
V

Z
V

Cln(k);Jx(x� x0) dx dx0

�Cln(k)(V; V+r) =
1

V 2

Z
V

Z
V+r

Cln(k)(x;x
0) dx dx0

�Cln(k)(V; r) =
1

V
Cln(k)(x

0;x+ r) dx dx0

La covariance crois�ee entre le logarithme de la perm�eabilit�e et le gradient hydraulique Cln(k);Jx

peut s'exprimer �a partir des r�esultats de Dagan (1989, sec. 3.7). Ces r�esultats analytiques sont
con�rm�es par des simulations de Monte-Carlo.

D'un point de vue qualitatif on notera que, en deux dimensions d'espace :

lim
V!0

Kb = �a

lim
V!1

Kb = �g

La variance de Kb diminue quand V augmente, mais elle reste non n�egligeable pour des volumes
importants. La covariance de Kb est di��erente de celle des perm�eabilit�es locales. L'int�erêt majeur
de cette approche est qu'elle rend possible le conditionnement des perm�eabilit�es de bloc par des
mesures locales de charge et de perm�eabilit�e. Rubin and G�omez-Hern�andez (1990) remarquent que
l'e�et du conditionnement par h est plus faible que celui du conditionnement par ln(k). Dans les
deux cas la variance de Kb diminue, mais elle diminue plus fortement pour un conditionnement
par ln(k).

Plus r�ecemment, Fenton and GriÆths (1993) �etudient le même probl�eme en deux dimensions �a
l'aide de simulations de Monte-Carlo. Ils font varier la taille des mailles, cela leur permet d'explorer
l'e�et de l'anisotropie sur les perm�eabilit�es de bloc. Pour les blocs non aplatis, ils concluent que
les perm�eabilit�es de blocs ont vraisemblablement une loi de distribution log-normale. Ils donnent
dans ce cas des expressions pour l'esp�erance et la variance de la perm�eabilit�e de bloc.

E(ln(Kb)) = E(ln(k)) (3.54)

�ln(Kb) = �ln(k)
p
R (3.55)

R = (R;R) est la fonction de variance. R est le rapport d'anisotropie des mailles R =
p
dx=dy.

Ils remarquent �egalement que le facteur d'aplatissement a une inuence maximale quand la taille
des blocs est �egale �a la longueur de corr�elation.

Dans le cas d'un milieu non log-normal pouvant pr�esenter des anisotropies, G�omez-Hern�andez
et Journel proposent une approche num�erique (G�omez-Hern�andez and Journel 1990; G�omez-
Hern�andez 1991). L'id�ee est de r�ealiser quelques simulations �nes du champ de perm�eabilit�e. Pour
toutes les simulations, on calcule les tenseurs de transmissivit�e de passage entre blocs par r�esolution
num�erique de l'�equation de la di�usivit�e ; la m�ethode employ�ee est celle d�ecrite pr�ec�edemment dans
le paragraphe \utilisation du voisinage". Ces transmissivit�es �a l'�echelle des blocs servent �a obte-
nir l'esp�erance et la covariance de Tb et la covariance crois�ee CTb;ln(k). Ensuite, il est possible de
simuler directement les transmissivit�es de passage des blocs. Cette m�ethode est reprise par Tran
(1996).
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Fig. 3.18 : Simulation \directe" des perm�eabilit�es de blocs (d'apr�es Tran, 1996)
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3.7 Grille adaptative

Une diÆcult�e li�ee �a toutes les m�ethodes de calcul des perm�eabilit�es de bloc est que plus la varia-
bilit�e de la perm�eabilit�e est grande dans le volume de prise de moyenne, plus l'incertitude sur la
perm�eabilit�e �a grande �echelle est grande. Pour pallier cela, une id�ee est d'adapter automatique-
ment le maillage grossier de fa�con �a minimiser l'erreur. Cette approche a �et�e initi�ee par Garcia
(Garcia, Journel, and Aziz 1990; Garcia 1991) et semble en plein essor, notamment dans l'industrie
p�etroli�ere. R�ecemment Durlofsky et al. (1994), Tran and Journel (1995), Yamada (1995) et Wen
and G�omez-Hern�andez (1996) ont montr�e des applications de cette technique aux �ecoulements
multiphasiques et au transport de particules.

On peut distinguer plusieurs types de grilles adaptatives. Il y a tout d'abord des grilles dont la
g�eom�etrie ne d�epend que du champ de perm�eabilit�e, d'autre qui prennent en compte les conditions
d'�ecoulement. Certaines grilles sont des grilles r�eguli�eres d�eform�ees, d'autres sont plutôt du type
mailles embô�t�ees (Espedal and S�vareid 1994).
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3.8 Comparaison des techniques et discussion

3.8.1 Peut on appliquer la conjecture de Matheron ?

Fig. 3.19 : Comparaison entre les perm�eabilit�es e�ectives obtenues par la th�eorie des milieux e�ectifs

(self-consistent sur la �gure), la m�ethode des perturbations (small-perturbation), celle des mo-

ments (moment method) et la conjecture de Matheron pour un milieu 3D log-normal isotrope. On

constate le bon accord entre les r�esultats num�eriques (moments) et la conjecture de Matheron (d'apr�es

Dykaar 1992b).

Bien que la conjecture de Matheron (�equation 3.41) soit sujette �a de nombreuses discussions,
elle a �et�e test�ee avec succ�es par de nombreux auteurs y compris pour des milieux pr�esentant des
corr�elations sup�erieures �a la taille des mailles. Ainsi Desbarats (1992) �etudie la moyenne de puis-
sance et trouve exp�erimentalement qu'en trois dimensions, l'exposant vaut 1=3 pour un milieu
de type log-normal. Ce qui correspond �a la formule propos�ee par N�tinger (�equation 3.44). Dy-
kaar and Kitanidis (1992b) montrent un �ecart de seulement 4% entre des calculs r�ealis�es par la
m�ethode num�erique spectrale et la conjecture de Matheron (cf. �gure 3.19). Ces r�esultats sont
aussi con�rm�es par Neuman and Orr (1993) jusqu'�a des valeurs de �2ln k = 7. S�anchez-Vila, Gi-
rardi, and Carrera (1995) comparent les r�esultats obtenus par trois m�ethodes a priori di��erentes :
l'approche par r�esolution num�erique de l'�equation de la di�usivit�e avec des conditions aux limites
de type perm�eam�etre, la m�ethode de Rubin et G�omez-Hern�andez (�equation 3.50) et la conjecture
de Matheron. Ils montrent num�eriquement que ces trois approches donnent des r�esultats com-
parables pour un milieu log-normal avec �2ln k < 1. Notamment, ces trois approches v�eri�ent le
crit�ere d'�egalit�e des �energies dissip�ees. En�n, des comparaisons avec des mesures de perm�eabilit�e
e�ectu�ees �a plusieurs �echelles sur des �echantillons de gr�es et de calcaire sont �egalement positives
(N�tinger and Jacquin 1991).

En conclusion, il semble que la conjecture de Matheron s'applique avec un degr�e de pr�ecision tout �a
fait acceptable pour les milieux log-normaux isotropes en trois dimensions, si la taille du domaine
�etudi�e est suÆsamment grande par rapport aux longueurs de corr�elation.
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3.8.2 Perm�eabilit�e e�ective ou perm�eabilit�e de bloc ?

Dans le choix d'une technique de changement d'�echelle, un des premiers choix consiste �a d�ecrire le
milieu h�et�erog�ene par une seule valeur : la perm�eabilit�e e�ective ou par un ensemble de valeurs :
des perm�eabilit�es de bloc. Une �etude qui permet de donner un d�ebut de r�eponse �a cette alternative
a �et�e men�ee par Durlofsky (1992). Il compare trois m�ethodes en deux dimensions pour des milieux
log-normaux corr�el�es. Les trois m�ethodes sont 1) une technique dite globale : on remplace le milieu
h�et�erog�ene par une perm�eabilit�e e�ective uniforme, 2) la technique d'�echantillonnage, et 3) une
technique locale qui consiste �a calculer la perm�eabilit�e de bloc en faisant la moyenne g�eom�etrique
des valeurs dans le bloc.

h
hc

L2

Echantillonage

Globale

Locale

Fig. 3.20 : �Evolution de l'erreur quadratique (L2) en fonction de la taille des blocs (h) pour trois tech-

niques de passage �a l'�echelle sup�erieure. hc est la valeur critique pour la technique d'�echantillonnage.

Si h > hc alors la m�ethode globale est plus pr�ecise que l'�echantillonnage (d'apr�es Durlofsky, 1992).

Durlofsky calcule une solution de r�ef�erence sur le milieu h�et�erog�ene initial par simulation di��erences
�nies. Puis, pour chaque m�ethode de changement d'�echelle, un r�esultat de simulation donne la
distribution de pression et de ux dans le milieu. Les erreurs quadratiques entre la solution de
r�ef�erence et les solutions apr�es changement d'�echelle sont �etudi�ees en fonction du type de conditions
limites, de la longueur de corr�elation, de la tailles des blocs et de la variance du logarithme de
la perm�eabilit�e. Il constate que l'erreur quadratique peut être approch�ee par L2 = ahb. L'erreur
dans le cas de la perm�eabilit�e e�ective est ind�ependante de la taille des blocs. Il d�etermine ainsi,
pour chaque con�guration, une valeur critique hc pour la technique d'�echantillonnage et une pour
la m�ethode locale (voir �gure 3.20).

Il conclut :
{ Pour les �ecoulements r�esultants de conditions aux limites sans terme source, la m�ethode par
�echantillonnage est plus pr�ecise que la m�ethode globale quand la taille des blocs est inf�erieure
�a la longueur de corr�elation (hc = �). Ce r�esultat est ind�ependant de la variance du logarithme
de la perm�eabilit�e (�2lnK).

{ Pour un �ecoulement avec terme source uniforme, la valeur critique hc est plus petite que lorsqu'il
n'y a pas de terme source, une r�esolution plus �ne est n�ecessaire pour que l'�echantillonnage reste
plus pr�ecis que la m�ethode globale. De plus, hc d�ecrô�t avec �

2
lnK .

{ La m�ethode de prise de moyenne locale est plus pr�ecise que l'�echantillonnage et en g�en�eral que
la m�ethode globale.

En d'autres termes, avec une m�ethode de calcul de la perm�eabilit�e de bloc un tant soit peu correcte,
la perm�eabilit�e de bloc donne une meilleure pr�ecision. Par contre avec une m�ethode beaucoup plus
frustre (l'�echantillonnage), si les blocs ont une taille sup�erieure �a la longueur de corr�elation, il vaut
mieux utiliser une perm�eabilit�e e�ective uniforme.
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Tab. 3.3 : Comparaisons des techniques de passage �a l'�echelle sup�erieure. Dans la colonne \Vitesse",

les + indiquent que la m�ethode est rapide est facile �a mettre en �uvre, �a l'oppos�e les � indiquent

la lourdeur d'une technique. La colonne \Tenseur" indique si la technique ne calcule pas de tenseur

(non), et dans le cas contraire si celui-ci est diagonal (diag), sym�etrique (sym) ou non sym�etrique

(n.s.).
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3.8.3 M�ethode analytique ou num�erique ?

Par m�ethode analytique, on entend les moyennes alg�ebriques simples par opposition aux m�ethodes
num�eriques qui requi�erent la r�esolution num�erique d'�equations aux d�eriv�ees partielles.

Comme on peut le voir sur le tableau 3.3, qui donne pour toutes les techniques d�ecrites les hy-
poth�eses sur le type de milieu et le type d'�ecoulement, les techniques analytiques ont un spectre
d'application beaucoup plus limit�e que les num�eriques. Ainsi, elles ne donnent des r�esultats pr�ecis
et utiles que pour les milieux strati��es ou log-normaux isotropes avec des �ecoulements uniformes.
Dans les autres cas, elles ne sont pas utilisables sans risques. A l'oppos�e, les techniques num�eriques
sont les plus g�en�erales. Elles peuvent s'appliquer sur n'importe quel champ de perm�eabilit�e. Leur
d�efaut est qu'elles sont coûteuses en espace m�emoire et temps calcul.

Le choix analytique ou num�erique est donc simple : si l'on est dans l'un des cas pour lesquels
les m�ethodes analytiques ont �et�e d�evelopp�ees, il suÆt d'appliquer la formule th�eorique. Sinon,
il faut avoir recours au num�erique. �Evidemment, du fait de la taille du probl�eme, il peut être
impossible d'utiliser les m�ethodes num�eriques. On peut alors s'orienter soit vers une technique
heuristique, soit vers des techniques d'approximation. Parmi ces derni�eres, la plus g�en�erale est la
renormalisation.

3.8.4 Au sujet de la renormalisation

Fig. 3.21 : �Ecart entre la perm�eabilit�e obtenue par r�esolution de l'�equation de la di�usivit�e et par la

renormalisation standard pour des milieux binaires, en fonction de la densit�e de milieu peu perm�eable

pour trois rapports d'anisotropie des mailles (d'apr�es Malick et Hewett, 1995).

L'avantage de la renormalisation est d'être moins coûteuse que les techniques num�eriques mais
plus g�en�erale que les techniques analytiques. Les r�esultats obtenus sont voisins de ceux obtenus
par les techniques num�eriques de type di��erences �nies, �a condition que les lignes de courant
ne soient pas trop tortueuses (King 1989). Quand cette condition n'est pas v�eri��ee, l'�ecart peut
devenir important. Malick and Hewett (1995) montrent cet e�et sur des milieux anisotropes. Ils
�etudient cet �ecart sur des milieux binaires et log-normaux, en faisant varier l'aplatissement du
maillage. Ils concluent que l'erreur est d'autant plus forte que les mailles sont anisotropes. Pour
les milieux binaires, l'erreur est maximale pour des densit�es moyennes de milieu peu perm�eable
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Distribution log-normale isotrope 2D

�2ln k 0.5 10
R�ef�erence : �g 2.0 2.0
Th�eorie des milieux e�ectifs 2.0 2.0
Simulation di��erences �nies 1.9 1.3
Renormalisation standard 1.8 1.3
Renormalisation tensorielle 2.0 2.1

Distribution log-normale isotrope 3D

�2ln k 0.5 10
�g 2.0 2.0
R�ef�erence : �1=3 2.2 10.6
Th�eorie des milieux e�ectifs 2.1 4.7
Simulation di��erences �nies 2.0 3.3
Renormalisation standard 2.1 3.1

Tab. 3.4 : R�esum�e des r�esultats de King (1989) et de Gautier et N�tinger (1997).

(voir �gure 3.21). Pour les milieux log-normaux, l'erreur augmente avec la variance. Selon Malick
and Hewett (1995), cela est dû aux conditions aux limites de type perm�eam�etre employ�ees dans
la renormalisation standard.

Une autre interpr�etation possible des di��erences observ�es est avanc�ee par Gautier and N�tinger
(1997) qui s'appuient sur Kruel-Romeu and N�tinger (1995). Ils notent que la renormalisation
standard a tendance �a sous-estimer la perm�eabilit�e (comme les di��erences �nies). Par exemple pour
un milieu log-normal en deux dimensions, on sait que la perm�eabilit�e �equivalente est la moyenne
g�eom�etrique (�g). Les r�esultats de King (1989), report�es dans le tableau 3.4, montrent que, pour
un milieu log-normal 2D isotrope, les diff�erences �nies et la renormalisation standard donnent
une perm�eabilit�e �equivalente inf�erieure au r�esultat th�eorique exact. En revanche, les r�esultats
de (Gautier and N�tinger 1997) (tableau 3.4) montrent que la renormalisation tensorielle est
nettement plus pr�ecise, notamment pour les fortes variances.

Le biais de la renormalisation standard et de la simulation par di��erences �nies s'observent
�egalement en trois dimensions o�u le r�esultat th�eorique approch�e est la conjecture de Matheron
(tableau 3.4). Bien que ne disposant pas de valeur th�eorique pour le cas g�en�eral, on peut supposer
que le même probl�eme existe.

Pour conclure sur la renormalisation, c'est une m�ethode qui a connu un fort engouement mais, dans
sa forme standard, elle sou�re de deux maux importants : le biais syst�ematique tout comme les
di��erences �nies et les conditions aux limites arbitraires. Les modi�cations propos�ees par Gautier
and N�tinger (1997) permettent une am�elioration notable.

3.8.5 Quel domaine d'application pour les m�ethodes

d'approximation ?

Nous regroupons sous cette terminologie, la m�ethode des tubes de courant, la th�eorie des milieux
e�ectifs, la m�ethode des perturbations et la th�eorie de la percolation. Cette derni�ere ne propose
une formule qu'�a proximit�e du seuil de percolation et est donc d'un int�erêt limit�e.

La m�ethode des tubes de courant se propose de calculer la perm�eabilit�e verticale dans un milieu
perm�eable (gr�es-sable) contenant des inclusions horizontales peu perm�eables (argiles). Des tests
r�ealis�es par Begg, Carter, and Dran�eld (1989) semblent montrer qu'elle donne de bons r�esultats.
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(a) Milieu anisotrope (b) Milieu isotrope

Fig. 3.22 : Milieux binaires. Comparaison entre les perm�eabilit�es �equivalentes obtenues par r�esolution

num�erique de l'�equation de la di�usivit�e et deux m�ethodes d'approximation en fonction de la proportion

de milieu peu perm�eable (Vsh). (a) comparaison entre la perm�eabilit�e verticale num�erique (+) et le

r�esultat de la m�ethode des tubes de courant (ligne continue). (b) comparaison des r�esultats num�eriques

(2) et du r�esultat de la th�eorie des milieux e�ectifs (ligne continu) avec la formule de Dagan (1979).

D'apr�es Desbarats, 1987.
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Mais, pour Desbarats (1987) cette technique ne donne des r�esultats comparables aux r�esultats
num�eriques que pour de tr�es faibles proportions de milieu imperm�eable (voir �gure 3.22-a).

Desbarats (1987) montre �egalement que la formule issue de la th�eorie des milieux e�ectifs pour les
milieux binaires (Dagan 1979) est comparable aux r�esultats num�eriques pour des quantit�es d'argile
inf�erieures �a 60 % (voir �gure 3.22-b). Pour Dykaar and Kitanidis (1992b), la même formule,
appliqu�ee �a des milieux binaires d�eterministes (voir �gure 3.25), montre une bonne concordance
avec la m�ethode num�erique des moments. On pourra remarquer quand même que les milieux
�etudi�es ont une proportion d'argile toujours inf�erieure �a 50 %. Il ne se trouve donc pas dans les
cas les plus d�efavorables d�ecrits par Desbarats (1987).

Pour les milieux log-normaux, la th�eorie des milieux e�ectifs et les formules issues des calculs
par perturbation ne donnent un r�esultat correct que si les perturbations sont faibles (Dykaar and
Kitanidis 1992b). On remarque sur la �gure 3.19 que la formule de Dagan donne des r�esultats
moins bons que les calculs perturbatifs. Dans ce cas, l'hypoth�ese de non interaction entre les
inclusions h�et�erog�enes ne serait pas valide.

Il semble donc que les techniques d'approximations soient valables essentiellement dans le cas
d'h�et�erog�en�eit�e pas trop importante. C'est �a dire une variance faible pour les milieux log-normaux
et une proportion de milieu peu perm�eable inf�erieure �a 50 % pour les milieux binaires.

3.8.6 Les m�ethodes heuristiques ont elles un int�erêt ?

Les m�ethodes heuristiques sont essentiellement la moyenne de puissance et les formules de com-
position de moyennes.

Il est bon de remarquer tout d'abord que le comportement de ces moyennes est tr�es di��erent.
Par exemple, on peut comparer pour un milieu binaire le mod�ele de composition des moyennes
arithm�etique et harmonique (�equation 3.9) et la moyenne de puissance p (�equation 3.6) . L'exposant
� du mod�ele de composition des moyennes est compris entre 0 et 1 et p entre -1 et 1. Pour que p et
� varient dans le même intervalle, on peut �ecrire p = 2�� 1. Nous avons trac�e les courbes Kb(f0)
avec les deux moyennes pour di��erentes valeurs de � pour k0 = 1 et k1 = 1000. La �gure 3.23
montre clairement les di��erences de comportement. Quel que soit l'exposant, l'allure de la courbe
est assez di��erente des r�esultats num�eriques expos�es par Desbarats (1987) (voir �gure 3.22) et
Deutsch (1989). Cela signi�e qu'avec ces deux mod�eles, même en ajustant l'exposant sur des
mesures, on ne pourra pas d�ecrire correctement l'�evolution de la perm�eabilit�e en fonction de la
proportion de milieu imperm�eable.

Les exp�eriences num�eriques men�ees par Deutsch (1989) montrent que pour des proportions de
milieu peu perm�eable inf�erieures �a 40 %, la moyenne de puissance peut être cal�ee correctement sur
les r�esultats num�eriques. Il montre �egalement que la formule de la th�eorie de la percolation peut
être bien ajust�ee aux points exp�erimentaux, mais il faut alors ajuster trois param�etres. Il conclut
en recommandant plutôt l'emploi de la moyenne de puissance. La limitation de cette approche est
qu'il est n�ecessaire de faire un certain nombre de calculs avec des m�ethodes num�eriques pour caler
l'exposant.

Ababou (1995) propose des exposants qui sont fonction des longueurs de corr�elation mais leur
applicabilit�e reste �a d�emontrer.

Les m�ethodes de composition de moyenne ont l'avantage de fournir en plus de la valeur moyenne
un intervalle de con�ance : les deux bornes th�eoriques qui servent �a calculer la moyenne. Les deux
bornes les plus g�en�erales et les plus serr�ees sont les bornes de Cardwell et Parsons ; on aura donc
int�erêt �a pr�ef�erer leur emploi aux bornes de Wiener. Njifenjou (1993, 1994) compare la m�ethode
d'homog�en�eisation �a la composition des bornes de Cardwell et Parsons. Il constate des erreurs

59



Chapitre 3 { �Etude bibliographique

1

10

100

1000

0 0.5 1
f0

α=0.999
α=0.9
α=0.8
α=0.7
α=0.6
α=0.5
α=0.4
α=0.3
α=0.2
α=0.1

α=0.001

(a) Keq = ��a�
1��
h

1

10

100

1000

0 0.5 1
f0

α=0.999
α=0.9
α=0.8
α=0.7
α=0.6
α=0.5
α=0.4
α=0.3
α=0.2
α=0.1

α=0.001

(b) Keq =< kp >1=p, p = 2�� 1

Fig. 3.23 : Comparaison de la moyenne de puissance et de la composition des moyennes arithm�etique

et harmonique (k0 = 1, k1 = 1000).

importantes sur les ux �a grande �echelle (50%) alors que les techniques d'homog�en�eisation ou
num�erique directe donnent des erreurs maximales de l'ordre de 10 % pour des milieux al�eatoires ou
d�eterministes. Des tests d'�ecoulements diphasiques sur des milieux p�eriodiques montrent �egalement
la sup�eriorit�e attendue de la m�ethode num�erique (voir �gure 3.24). L�a encore, on peut regretter
l'absence de comparaison avec des m�ethodes approch�ees comme par exemple la renormalisation.

En�n, la formule propos�ee par Kruel-Romeu (1994) pour prendre en compte l'anisotropie semble
particuli�erement int�eressante. Les tests r�ealis�es (Duquerroix, Lemouzy, N�tinger, and Kruel-
Romeu 1993; Kruel-Romeu 1994) sont positifs, mais m�eriteraient d'être compl�et�es.

3.8.7 Quelle m�ethode num�erique ?

Il y a deux grands types de m�ethodes num�eriques : celles qui r�esolvent directement l'�equation de
la di�usivit�e et celles qui r�esolvent des �equations sur des variables auxiliaires issues des techniques
des �equations homog�enes (th�eorie de l'homog�en�eisation, prise de moyenne avec fermeture ou la
m�ethode des moments).

La premi�ere question est de choisir entre ces deux types de techniques. Les m�ethodes directes
font l'hypoth�ese que la loi de Darcy existe �a grande �echelle. Les secondes montrent que, sous
certaines conditions (p�eriodicit�e, taille de la p�eriode tr�es inf�erieure �a la taille du domaine), alors
une loi de Darcy �emerge �a grande �echelle avec un param�etre �equivalent qui s'obtient en r�esolvant
num�eriquement un syst�eme d'�equation di��erentielle. Cette derni�ere approche est plus rigoureuse
que la premi�ere. Mais les r�esultats sont-ils di��erents en pratique ?

Sur les milieux binaires �etudi�es par Bachu and Cuthiell (1990) et repr�esent�es sur la �gure 3.25,
Dykaar and Kitanidis (1992b) montrent des r�esultats tr�es voisins entre la m�ethode num�erique par
r�esolution de l'�equation de la di�usivit�e appliqu�ee par Bachu et Cuthiell et la m�ethode des moments
(�gure 3.26). Comme nous l'avons d�ej�a �evoqu�e, Njifenjou (1993) compare plusieurs m�ethodes de
type �equations homog�enes et la m�ethode num�erique directe de Gallou�et and Gu�erillot (1994) sur
des milieux al�eatoires ou d�eterministe. Il constate que ces techniques donnent des r�esultats voisins
quant au ux traversant le milieu. Ces r�esultats sont nettement meilleurs que ceux obtenus avec
une m�ethode heuristique. La comparaison est ensuite men�ee sur des milieux p�eriodiques. Dans ce
cas, la technique de type �equation homog�ene montre sa sup�eriorit�e sur la technique num�erique
directe. Il faut toutefois noter que la m�ethode num�erique test�ee utilisait des conditions aux limites
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10 D1 D100 mD

(a) Champ de perm�eabilit�e

(b) Courbes de production

Fig. 3.24 : Test d'�ecoulement �ve-spot diphasique sur milieu p�eriodique : comparaison des courbes de

production d'eau. Les trois courbes sont : la solution de r�ef�erence simul�ee sur la grille �ne et les courbes

obtenues apr�es passage �a l'�echelle sup�erieure avec la m�ethode d'homog�en�eisation et la composition des

moyennes : \Heresim" (d'apr�es Njifenjou, 1994).
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Fig. 3.25 : Milieux binaires utilis�es par Bachu et Cuthiell (1990) puis Dykaar et Kitanidis (1992) pour

comparer les techniques de passage �a l'�echelle sup�erieure.

de type uniforme qui ne sont pas sp�ecialement adapt�ees aux milieux p�eriodiques. Qu'aurait donn�e
la comparaison avec la m�ethode de Durlofsky (1992) ?

Finalement, on peut dire que les techniques de type �equation homog�ene sont certainement plus ro-
bustes. Mais leur mise en �uvre n�ecessite de d�evelopper un code de r�esolution num�erique du
probl�eme aux limites pour les variables auxiliaires. Par contre, les m�ethodes num�eriques par
r�esolution de l'�equation de la di�usivit�e peuvent être mise en �uvre en utilisant les logiciels
de simulations d'�ecoulement monophasique d�ej�a existant. Donc, sauf pour le cas particulier d'un
milieu p�eriodique, les m�ethodes par r�esolution num�erique de l'�equation de la di�usivit�e semblent
pr�ef�erables.

Le deuxi�eme point important pour les m�ethodes num�eriques est le choix des conditions aux li-
mites. Dans le cas des �equations homog�enes, il s'agit essentiellement de conditions p�eriodiques �a
l'exception de la m�ethode dite de Bamberger. Dans le cas des m�ethodes par r�esolution num�erique de
l'�equation de la di�usivit�e, on assiste actuellement �a un passage des conditions de type perm�eam�etre
�a des conditions permettant le calcul d'un tenseur. La di��erence essentielle entre les conditions
uniformes et p�eriodiques est que les conditions uniformes aboutissent �a un tenseur de perm�eabilit�e
qui peut être non sym�etrique. Les conditions p�eriodiques donnent toujours un tenseur sym�etrique.
La comparaison des di��erents types de conditions aux limites �a �et�e men�e par Pickup et al. (1994).
La �gure 3.27 (a) montre la technique de comparaison utilis�ee, et les �gures 3.27 (b-c) montrent
le r�esultat dans deux cas : emploi de conditions aux limites de type perm�eam�etre ou p�eriodique
pour calculer la perm�eabilit�e des blocs. L'ensemble des tests de ce type e�ectu�es parPickup et al.
(1994) montre que les conditions de type p�eriodique sont les plus robustes.

Lachassagne (1989) montre que les techniques num�eriques, même si elles sont les plus g�en�erales,
peuvent être biais�ees. Il �etudie des milieux log-normaux bi-dimensionnels dont la perm�eabilit�e e�ec-
tive th�eorique est connue : c'est la moyenne g�eom�etrique. Il montre que la perm�eabilit�e �equivalente
calcul�ee par �el�ements �nis ou di��erences �nies s'�ecarte de la th�eorie lorsque la variance du loga-
rithme de la perm�eabilit�e augmente (�gure 3.28 a). Il montre de plus que, avec la m�ethode des
di��erences �nies, le biais d�epend de la technique de calcul des transmissivit�es de passage entre
deux mailles voisines (�gure 3.28 b).
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(a) Contraste de perm�eabilit�e de 10

(b) Contraste de perm�eabilit�e de 100

Fig. 3.26 : Comparaison des perm�eabilit�es �equivalentes des milieux binaires de la �gure 3.25 calcul�ees

par diverses m�ethodes : la m�ethode des moments, la r�esolution num�erique de l'�equation de la di�usivit�e

(Inverse Method sur les �gures), etc. (Dykaar et Kitanidis 1992b)

Nous avons d�ej�a vu une illustration de ce fait dans les r�esultats de King (tableau 3.4). Kruel-
Romeu and N�tinger (1995) approfondissent cette question et montrent, par des exp�eriences
num�eriques et des d�eveloppements analytiques de type perturbation, que le biais est fonction de la
discr�etisation et de la m�ethode de calcul de la transmissivit�e de passage entre deux mailles dans le
cas des di��erences �nies. Notons r le raÆnement. C'est le nombre de fois que l'on divise une maille
dans chaque direction, lorsque l'on sur-discr�etise un maillage. La �gure 3.29 montre l'�evolution du
biais en fonction du raÆnement (1=r) pour des transmissivit�es de passage calcul�ees par di��erentes
moyennes. Le sch�ema direct est le seul qui soit sans biais pour les di��erents types d'h�et�erog�en�eit�e
2D et 3D �etudi�es. Toutefois, ce sch�ema pr�esente l'inconv�enient d'être non sym�etrique.
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Fig. 3.27 : Comparaison pour des perm�eabilit�es obtenues par m�ethode num�erique en une �etape et celles

obtenues en deux �etapes en imposant des conditions aux limites de type perm�eam�etre (b) ou p�eriodique

(c). Le milieu est de type log-normal corr�el�e (d'apr�es Pickup, 1994).

64



3.8 { Comparaison des techniques et discussion

(a) Comparaison �el�ements �nis et di��erences

�nies

(b) E�et de la m�ethode de calcul de la trans-

missivit�e de passage (Tp) en di��erence �nies

avec un sch�ema centr�e

Fig. 3.28 : Mise en �evidence des biais num�eriques pour des milieux log-normaux bidimensionnels de

di��erentes variances (Lachassagne 1990)

Le probl�eme du biais se pose pour toutes les techniques num�eriques (avec plus ou moins d'acuit�e).
C'est un probl�eme pr�esent d�es que l'on utilise des outils de simulations num�eriques.

En�n, on ne peut pas parler des m�ethodes num�eriques sans �evoquer les m�ethodes non-locales.
L'avantage de ces techniques, par rapport aux pr�ec�edentes, est qu'elles prennent en compte le
voisinage du bloc. L'exemple type est le General Tensor Scaling (GTS) (White and Horne 1987).
Un test pr�esent�e par Fayers and Hewett (1992) montre la sup�eriorit�e du GTS par rapport �a
une m�ethode num�erique n�egligeant les termes non-diagonaux du tenseur de perm�eabilit�e (voir
�gure 3.30). On peut toutefois critiquer cette comparaison, car elle est forc�ement d�efavorable �a la
technique non-tensorielle, l'�ecoulement �etant du type �ve-spot. Il serait int�eressant, pour �evaluer
uniquement l'e�et non-local, de comparer le GTS �a une m�ethode directe avec conditions aux
limites p�eriodiques par exemple. En�n, il faut noter que, avec le GTS, des termes n�egatifs peuvent
apparâ�tre dans les termes principaux du tenseur de perm�eabilit�e.

Toujours dans les m�ethodes non-locales, G�omez-Hern�andez (1991) a compar�e la technique qui
consiste �a calculer la perm�eabilit�e en prenant en compte une peau autour du bloc consid�er�e aux
m�ethodes num�eriques locales. Il observe que les ux calcul�es sur la grille grossi�ere sont plus proches
des ux calcul�es sur la grille �ne avec sa m�ethode qu'avec les m�ethodes num�eriques traditionnelles.
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Fig. 3.29 : Milieu log-normal tri-dimensionnel isotrope de variance 2. Erreur relative sur la

perm�eabilit�e �equivalente en fonction de l'inverse du niveau de raÆnement du maillage (Kruel-Romeu

et N�tinger, 1995).
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producer

injector k = 1.0 D

k = 0.001 D

(a) Carte de perm�eabilit�e (b) Solution de r�ef�erence

(c) GTS (d) Macro-simulation sans terme

non-diagonal

Fig. 3.30 : Comparaison General Tensor Scaling et m�ethode num�erique non tensorielle : (a) milieu

binaire ; les lignes repr�esentent la grille grossi�ere ; (b) champ de pression calcul�e sur la grille �ne ; (c)

champ de pression sur la grille grossi�ere avec des perm�eabilit�es calcul�ees par la m�ethode du General

Tensor Scaling ; (d) champ de pression sur la grille grossi�ere avec des perm�eabilit�es calcul�ees par une

m�ethode ne prenant pas en compte le tenseur complet (Fayers et Hewett, 1992).
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3.9 Conclusion

\ Il est de tradition d'opposer les sch�emas d�eterministes et

les sch�emas al�eatoires, [. . .] Or [. . .] ces deux vues sur la

nature se compl�etent bien plus qu'elles ne s'opposent. "

Ilya Prigogine

Cette synth�ese bibliographique a �et�e r�ealis�ee dans le but de pr�esenter l'�etat actuel des m�ethodes de
calcul de la perm�eabilit�e �equivalente pour un �ecoulement permanent statistiquement uniforme et
monophasique. Nous avons tent�e de r�ealiser un inventaire aussi complet que possible des di��erentes
techniques qui ont �et�e class�ees en quatre groupes : d�eterministes, heuristiques, statistiques et
g�eostatistiques. Ces groupes se r�ev�elent compl�ementaires et non antagonistes.

En e�et, il est clair que les techniques stochastiques (statistiques et g�eostatistiques) sont les
seules �a pouvoir quanti�er l'incertitude li�ee �a la connaissance partielle du sous-sol. Toutefois,
les d�eveloppements analytiques r�ealis�es dans le contexte g�eostatistiques sont bas�es sur des hy-
poth�eses tr�es restrictives comme la stationnarit�e ou la r�epartition log-normale des perm�eabilit�es.
En dehors de ces hypoth�eses, la m�ethode Monte-Carlo s'impose comme l'approche la plus directe
permettant d'�evaluer l'incertitude. C'est l�a que se fait le lien avec les m�ethodes d�eterministes ;
le principe de la m�ethode de Monte-Carlo est de g�en�erer des mod�eles g�eologiques �equiprobables
et d'appliquer des techniques d�eterministes { changement d'�echelle et simulation d'�ecoulement {
pour �evaluer l'e�et de la variabilit�e possible du milieu sur les �ecoulements. Quant aux m�ethodes
heuristiques elles constituent une alternative aux m�ethodes d�eterministes. Elles pr�esentent l'avan-
tage d'être extrêmement simples, rapides, et elles ne sont pas limit�ees par l'espace m�emoire, mais
elles n�ecessitent d'être test�ees.

Nous avions distingu�e en introduction les m�ethodes locales et non-locales. Des �etudes r�ecentes
ont bien mis en �evidence le caract�ere non-local de la perm�eabilit�e de bloc que ce soit dans un
contexte d�eterministe (White and Horne 1987; Holden and Lia 1992) ou stochastique (Neuman
and Orr 1993; Indelman and Abramovich 1994). Ainsi, la perm�eabilit�e de bloc n'est pas unique :
elle d�epend des conditions aux limites et des perm�eabilit�es �a l'int�erieur et �a l'ext�erieur du bloc.
Cela conduit �a une situation paradoxale, o�u il faut connâ�tre a priori les conditions aux limites
pour d�eterminer la perm�eabilit�e de bloc adapt�ee aux conditions d'�ecoulement pr�evues, alors que
le mod�ele est utilis�e le plus souvent pour simuler des situations dans lesquelles les conditions aux
limites vont �evoluer au cours du temps. Cet aspect non-local semble être un des axes majeurs des
recherches �a venir.

D'un point de vue pratique, la m�ethode non-locale num�erique appel�ee General Tensor Scaling
(White and Horne 1987) pr�esente l'inconv�enient d'être tr�es coûteuse d'un point de vue informatique
et n'est pas applicable pour l'instant �a des probl�emes de taille r�eelle. La m�ethode d'utilisation du
voisinage (G�omez-Hern�andez and Journel 1990) est plus ais�ee �a mettre en �uvre.

Finalement, cette �etude bibliographique montre que, face �a un probl�eme de changement d'�echelle et
dans l'�etat actuel des connaissances, il faut plutôt utiliser une technique donnant des perm�eabilit�es
de bloc qu'une perm�eabilit�e e�ective uniforme. Sauf cas particulier (milieu log-normal isotrope ou
milieu strati��e), on emploiera une technique num�erique. Si l'emploi de la technique num�erique
est impossible (nombre de mailles trop important) on utilisera une technique rapide, comme la
renormalisation, en s'assurant que l'on n'est pas dans un des cas o�u les erreurs sont importantes
(mailles aplaties, h�et�erog�en�eit�e forte). Si l'on a choisi une technique num�erique il faudra �egalement
être attentif aux erreurs li�ees �a la m�ethode num�erique et au choix des conditions aux limites.

Cette synth�ese bibliographique montre �egalement que, même si le nombre d'articles sur le sujet est
important et même si pour certains auteurs la question du calcul de la perm�eabilit�e �equivalente
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semble r�esolue, de nombreuses questions restent en suspend. Nous concluerons donc ce long cha-
pitre sur quelques unes de ces questions ouvrant la voie aux chapitres suivants de cette th�ese et �a
des recherches futures :
{ Les trois crit�eres qui permettent de d�e�nir la perm�eabilit�e �a grande �echelle sont ils �equivalents ?
{ Doit-on syst�ematiquement raÆner les maillages pour �eviter les erreurs num�eriques lors de l'uti-
lisation des m�ethodes r�esolvant l'�equation de la di�usivit�e ?

{ Dans quelle mesure peut-on s'a�ranchir du choix des conditions aux limites lors du calcul de la
perm�eabilit�e de bloc ?

{ Quel est le domaine d'application des m�ethodes heuristiques ?
{ Doit-on utiliser la loi de Darcy �a l'�echelle m�egascopique lorsque les conditions d'�emergence
(stationnarit�e, �ecoulement uniforme) ne sont pas v�eri��ees? Et dans ce cas, par quoi pourrait-on
remplacer la loi de Darcy ?

{ Quel est le gain en pr�ecision apport�e par les techniques non-locales ou par les grilles adaptatives ?
{ Les trois m�ethodes aux �equations homog�enes sont elles �equivalentes ?
{ Comment prendre en compte simultan�ement des donn�ees �a des �echelles di��erentes ?

69



Chapitre 3 { �Etude bibliographique

70



Chapitre 4

Tenseur de perm�eabilit�e

et crit�eres d'�equivalence

\ Comme les nocturnes aveugl�es par l'�eclat du soleil, ainsi

se comporte le regard de notre pens�ee devant ce qui est le

plus lumineux. " Aristote

Ce chapitre pr�esente quelques consid�erations th�eoriques (x 4.1) et quelques exemples

d'application (x 4.2) concernant le calcul du tenseur complet de perm�eabilit�e �equivalente

par r�esolution num�erique de l'�equation de la di�usivit�e.

Un r�esultat original est qu'il est possible de calculer un tenseur complet de perm�eabilit�e

�equivalente avec des conditions aux limites de type perm�eam�etre. Cela permet d'envisager

la r�ealisation, en laboratoire, d'un perm�eam�etre tensoriel.
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Chapitre 4 { Tenseur de perm�eabilit�e et crit�eres d'�equivalences

4.1 Th�eorie

4.1.1 �Equations et conditions aux limites macroscopiques

A l'�echelle macroscopique la distribution de perm�eabilit�e k dans l'espace est suppos�ee connue dans
un bloc de forme parall�el�epip�edique. L'�ecoulement est r�egi par l'�equation de la di�usivit�e et la loi
de Darcy.

div(k grad h) = 0 v = �k grad(h) (4.1)

Lx

Ly

x

y

n

n

x

y

(x1,y1)

(a) Taille du bloc et syst�eme de coor-

donn�ees

x

y

n

1 2

3

4
n n

n

1 2

4

3

(b) Notations des faces et vecteurs

normaux

Fig. 4.1 : D�e�nition du syst�eme de coordonn�ees et de la notation des faces d'un bloc en deux dimen-

sions.

Pour r�esoudre l'�equation (4.1), il est n�ecessaire de connâ�tre les conditions aux limites du do-
maine. Quatres types de conditions aux limites sont principalement utilis�es pour le calcul de la
perm�eabilit�e �equivalente. Ils ont d�ej�a �et�e d�ecrits pages 31-35. Nous les rappelons bri�evement en
deux dimensions. Leur extension en trois dimensions est �evidente.

1. Conditions de type Perm�eam�etre : charge constante impos�ee sur deux faces parall�eles et ux
nul sur les autres faces (voir �gure 4.1).

gradient en x

�
h(x1; y) = h0 h(x1 + Lx; y) = h0 ��hx
v(x; y1) � n3 = v(x; y1 + Ly) � n4 = 0

ou

gradient en y

�
h(x; y1) = h0 h(x; y1 + Ly) = h0 ��hy
v(x1; y) � n1 = v(x1 + Lx; y) � n2 = 0

(4.2)

Lx et Ly repr�esentent les longueurs des côt�es du bloc, h0 la charge impos�ee et �hx et �hy
les valeurs des di��erences de charge entre les deux faces du bloc.

2. Conditions de type Uniforme : charge impos�ee variant lin�eairement sur toutes les faces du
bloc.

h(x; y) = ��hx
Lx

x� �hy
Ly

y + h0 (4.3)

3. Conditions de type P�eriodique : gradient de charge constant et �egalit�e des vitesses point �a
point sur les faces oppos�ees

v(x1; y) = v(x1 + Lx; y) v(x; y1) = v(x1; y + Ly)
h(x1 + Lx; y) = h(x1; y)��hx h(x; y1 + Lx) = h(x; y1)��hy

(4.4)
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4. Conditions de type immerg�e : les conditions aux limites ne sont pas impos�ees directement
sur le bloc, mais le bloc est immerg�e dans un domaine h�et�erog�ene et o�u les conditions aux
limites sont impos�ees aux fronti�eres du domaine et non pas directement sur le bloc.

4.1.2 Hypoth�ese

Il est suppos�e qu'il existe une loi de Darcy �a l'�echelle m�egascopique :

V = �Kb gradH (4.5)

On sait que cette hypoth�ese est v�eri��ee dans le cas o�u 1) la taille des h�et�erog�en�eit�es est petite
par rapport �a la taille du domaine et 2) l'�ecoulement est quasi-uniforme. Cela a �et�e montr�e par
plusieurs auteurs utilisant des approches di��erentes (Matheron 1967; Quintard and Whitaker 1987;
S�aez, Otero, and Rusinek 1989).

Dans les cas r�eels, nous ne sommes pas forc�ement dans les conditions d'application de ces d�emon-
strations. Mais, nous ne disposons pas d'arguments permettant d'utiliser avec certitude une autre
loi ph�enom�enologique1. Nous supposons donc que la loi de Darcy est applicable.

4.1.3 Conditions aux limites m�egascopiques

On recherche une perm�eabilit�e Kb, telle que si l'on impose sur le bloc homog�ene de perm�eabilit�e
Kb, les mêmes conditions aux limites que celles impos�ees sur le bloc h�et�erog�ene, alors le bloc
homog�ene donnera la même r�eponse que le bloc h�et�erog�ene selon un crit�ere qui reste �a d�e�nir.

Ainsi, les conditions aux limites m�egascopiques sont strictement les mêmes que les conditions aux
limites macroscopiques.

4.1.4 D�e�nition

Nous d�e�nissons la perm�eabilit�e �equivalente comme la perm�eabilit�e qui v�eri�e l'�egalit�e de la
moyenne des vitesses et l'�egalit�e de la moyenne du gradient de charge dans le milieu h�et�erog�ene
et dans le milieu homog�ene.

1




Z



grad h d! =
1




Z



gradH d! (4.6)

1




Z



v d! =
1




Z



V d! (4.7)


 repr�esente le bloc de milieu poreux consid�er�e. Les variables en minuscules, v et h, la vitesse et
la charge dans le milieu h�et�erog�ene et les variables en majuscules, V et H , la vitesse et la charge
dans le milieu homog�ene.

D'un point de vue pratique, les �equations (4.6), (4.7) et l'hypoth�ese (4.5) permettent de d�e�nir
la perm�eabilit�e �equivalente. Apr�es avoir remplac�e V dans l'�equation (4.7) par le second membre
de l'�equation (4.5) et en utilisant l'�equation (4.6), on obtient, sous forme vectorielle, la relation
propos�ee par Rubin and G�omez-Hern�andez (1990) :�

1




Z



grad h d!

�
= �Kb

�
1




Z



v d!

�
(4.8)

1On pourrait envisager, par exemple, d'utiliser la loi de Brinkman.
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Chapitre 4 { Tenseur de perm�eabilit�e et crit�eres d'�equivalences

L'avantage de cette approche par rapport �a une d�e�nition directe de la perm�eabilit�e �equivalente
par la relation (4.8) est que les variables m�egascopiques (V et H) sont clairement d�e�nies. Ce sont
les variables d�ecrivant l'�ecoulement dans le milieu homog�ene. Elles peuvent varier dans l'espace et
il n'est pas n�ecessaire de les d�e�nir comme des moyennes spatiales des variables macroscopiques.

4.1.5 Simpli�cations et cons�equences pratiques

Nous allons exprimer chacun des termes de l'�equation (4.8) par des int�egrales de surface �a la place
des int�egrales de volume.

Gradient de charge moyen

Le gradient de charge moyen est un vecteur. Pour simpli�er les notations, on note < grad h >x

sa composante selon x. Elle peut s'exprimer ainsi :

< grad h >x =

�
1




Z



gradh d!

�
� nx =

1




Z



grad h � nx d!

avec nx = (1; 0) constant dans l'espace. S�anchez-Vila et al. (1995) remarquent que :

< gradh >x =
1




�Z
�

h nx � n d �
Z



h divnx d!

�
=

1




Z
�

h nx � n d

Cette int�egrale se d�ecompose en autant de faces du bloc. Le gradient moyen selon x s'exprime
alors comme la di��erence des moyennes des charges entre la face d'entr�ee et la face de sortie du
bloc divis�ee par la longueur du bloc. Le même raisonnement pour la composante en y ou en z

abouti au même r�esultat.

< gradh >x =
1
�2

R
�2

h d� 1
�1

R
�1

h d

Lx

< gradh >y =
1
�4

R
�4

h d� 1
�3

R
�3

h d

Ly

(4.9)

Remarques

� Pour les conditions aux limites de type p�eriodique et uniforme, le gradient de charge moyen dans
le domaine est �egal au gradient de charge impos�e. En deux dimensions, on a ainsi :

1




Z



gradh d! = �
 

�hx
Lx
�hy
Ly

!
= �

X
v=x;y

�
�hv
Lv

�
nv

� Pour les conditions aux limites de type perm�eam�etre, la situation est plus complexe que ce qui
est souvent suppos�e. Le gradient est �x�e dans une direction donn�ee pour un jeu de conditions aux
limites. Dans cette direction, le gradient vaut (par exemple en x) :

< grad h >x = �
�
�hx
Lx

�

Mais le gradient dans les directions perpendiculaires est �egalement non nul. Par exemple pour la
direction y on a :

< gradh >y =
1
�4

R
�4
hd � 1

�3

R
�3
hd

Ly
= �

�
�hy
Ly

�
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Avec des conditions aux limites de type perm�eam�etre, il existe donc un gradient de charge en y

que l'on peut calculer en connaissant la distribution de charge sur les faces lat�erales. La di��erence
avec les autres types de conditions aux limites est que cette valeur n'est pas �x�ee a priori. Ce
gradient perpendiculaire au gradient impos�e n'est jamais pris en compte (au moins dans tous les
documents que j'ai pu lire), mais ouvre la voie �a un calcul de tenseur de perm�eabilit�e avec des
conditions aux limites de type perm�eam�etre, comme nous allons le voir par la suite.

Vitesse moyenne

Comme pr�ec�edemment nous allons calculer s�epar�ement chaque composante du vecteur moyen et
remplacer une int�egrale volumique par une int�egrale de surface. L�a encore, pour simpli�er les
�ecritures, on notera < v >x la vitesse moyenne selon x. Elle est d�e�nie par :

< v >x=

�
1




Z



v d!

�
� nx =

1




Z



v � nxd! (4.10)

Par int�egration par partie, on obtient :

< v >x =
1




�Z
�

xv � n d �
Z



nx div v d


�
=

1




Z
�

xv � n d

car div v = 0. Si l'on note le ux qi qui traverse la face i et xGi le centre de gravit�e de la face i
pond�er�e par les ux locaux :

qi =

Z
�i

v � n d et xGi =

R
�i
xv � n d

qi

alors on peut exprimer la vitesse moyenne en x ainsi :

< v >x =
1




Z
�

xv � n d =
q1x1 + q2x2 + q3xG3 + q4xG4



(4.11)

En posant x2 = x1 + Lx et q1 + q2 + q3 + q4 = 0, l'�equation pr�ec�edente peut se mettre sous la
forme suivante (S�anchez-Vila, Girardi, and Carrera 1995) :

< v >x =

�
q2 � q1

2

�
Lx



+

�
q3 � q4

2

��
xG3 � xG4




�
+ (q3 + q4)

�
xG3 + xG4

2

� x1 + x2

2


�

De même, la composante en y ou en z se simpli�e, et on obtient ainsi par exemple :

< v >y =

�
q4 � q3

2

�
Ly



+

�
q1 � q2

2

��
yG1 � yG2




�
+ (q1 + q2)

�
yG1 + yG2

2

� y3 + y4

2


�

Remarques

Le point int�eressant �a souligner est que la composante en y de la vitesse myenne est non nulle
y compris lors de l'utilisation de conditions aux limites de type perm�eam�etre. Dans ce cas, les
expressions pr�ec�edentes se simpli�ent car q3 = q4 = 0, q1 = �q2 et xG3 = xG4 = 0, d'o�u :

< v >x =
Lx




�
q2 � q1

2

�
=

1

�x

�
q2 � q1

2

�
=

q2

�x

< v >y =

�
q1 � q2

2

��
yG1 � yG2




�
=

1




�Z
�1

y v � n d �
Z
�2

y v � n d

� (4.12)

Ces �equations permettent de d�eterminer, avec des conditions aux limites de type perm�eam�etre, la
composante de la vitesse perpendiculaire �a la direction g�en�erale d'�ecoulement impos�ee. Il est alors
possible de calculer un tenseur de perm�eabilit�e �equivalente ou au moins de d�etecter une anisotropie
�eventuelle �a l'int�erieur du bloc (si < v >y 6= 0) avec de telles conditions aux limites.
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Expression de la perm�eabilit�e �equivalente

Pour un ensemble de conditions aux limites �x�ees, la r�esolution par m�ethode num�erique de
l'�ecoulement sur le milieu h�et�erog�ene ou l'exp�erience r�ealis�ee sur l'�echantillon permettent le calcul
o�u la mesure de la distribution des ux et des charges sur les surfaces du bloc et permettent
d'en d�eduire, grâce aux �equations pr�esent�ees ci-dessus, les valeurs moyennes, < v >x, < v >y,
< gradh >x et < grad h >y. On les introduit dans l'�equation (4.8) et on obtient :�

< v >x

< v >y

�
=

�
Kxx
b K

xy
b

Kyx
b Kyy

b

�
�
�

< grad h >x

< grad h >y

�
(4.13)

Les quatre inconnues de ce syst�eme sont les composantes du tenseur de perm�eabilit�e �equivalente
(les Kuv). En trois dimensions on obtient de même un syst�eme de trois �equations avec neuf incon-
nues. Le nombre d'inconnues �etant sup�erieur au nombre d'�equations, il est n�ecessaire d'e�ectuer au
moins deux calculs (ou deux exp�eriences) en deux dimensions et trois calculs (ou trois exp�eriences)
en trois dimensions, pour pouvoir r�esoudre le syst�eme.

4.1.6 Minimisation par moindres carr�es

Il est souhaitable que la perm�eabilit�e de bloc ainsi calcul�ee soit aussi ind�ependante que possible
des conditions aux limites. L'approche propos�ee par White and Horne (1987) est d'utiliser des
conditions aux limites de types di��erents. Cela peut conduire �a un nombre de simulations sup�erieur
au nombre d'inconnues. Dans ce cas, il est n�ecessaire d'utiliser une proc�edure d'optimisation pour
d�eterminer les composantes du tenseur de perm�eabilit�e.

Comme dans la m�ethode de White and Horne (1987), d�enomm�ee General Tensor Scaling, nous
proposons d'utiliser la proc�edure classique de minimisation par moindres carr�es. Par rapport au
General Tensor Scaling, on notera que le le crit�ere ne porte plus ici sur les ux.

Supposons que l'on ait r�ealis�e n simulations d'�ecoulements avec des conditions aux limites di��eren-
tes. Pour une simulation i 2 f1; : : : ; ng, on calcule les vitesses moyennes < v >i et les gradients de
charge moyens < grad h >i �a l'aide des �equations (4.9) et (4.10) ou de leurs formes simpli��ees. Ce
calcul est men�e pour chaque valeur de i, c'est-�a-dire pour chaque simulation, avec des conditions
aux limites di��erentes.

Le but de la minimisation est de r�eduire l'�ecart entre le premier et le second membre de l'�equation (4.8)
sur l'ensemble des valeurs de i. Il faut minimiser le crit�ere � vis �a vis des composantes du tenseur
de perm�eabilit�e :

� =

nX
i=1

�
< v >i �Kb < gradh >i

�2
= minimum

Dans le cas o�u on suppose Kb sym�etrique. Minimiser � revient alors �a chercher Kxx, Kxy, Kxz,
Kyy, Kyz et Kzz tels que :

@�

@Kxx
= 0

@�

@Kxy
= 0

@�

@Kxz
= 0

@�

@Kyy
= 0

@�

@Kyz
= 0

@�

@Kzz
= 0

En �ecrivant chacune de ces �equations, on obtient le syst�eme lin�eaire suivant :0
BBBBBB@

a b c 0 0 0
b (a+ d) e b c 0
c e (f + a) 0 b c

0 b 0 d e 0
0 c b e (f + d) e

0 0 c 0 e f

1
CCCCCCA
:

0
BBBBBB@

Kxx

Kxy

Kxz

Kyy

Kyz

Kzz

1
CCCCCCA

=

0
BBBBBB@

S1
S2 + S4
S3 + S7
S5

S6 + S8
S9

1
CCCCCCA

(4.14)
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avec

a =

nX
i=1

(< grad h >i
x)

2 b =

nX
i=1

< gradh >i
x< gradh >i

y

c =
nX
i=1

< grad h >i
x< grad h >i

z d =
nX
i=1

(< grad h >i
y)

2

e =

nX
i=1

< grad h >i
y< gradh >i

z f =

nX
i=1

(< gradh >i
z)

2

S1 =

nX
i=1

< gradh >i
x< v >i

x S2 =

nX
i=1

< gradh >i
y< v >i

x

S3 =

nX
i=1

< gradh >i
z< v >i

x S4 =

nX
i=1

< gradh >i
x< v >i

y

S5 =

nX
i=1

< gradh >i
y< v >i

y S6 =

nX
i=1

< grad h >i
z< v >i

y

S7 =

nX
i=1

< gradh >i
x< v >i

z S8 =

nX
i=1

< grad h >i
y< v >i

z

S9 =

nX
i=1

< grad h >i
z< v >i

z

Si l'on ne suppose pas le tenseur de perm�eabilit�e sym�etrique, alors le syst�eme r�esultant des
moindres carr�es est plus simple. En gardant les mêmes notations que pr�ec�edemment, on obtient
trois syst�emes qui di��erent seulement par leurs seconds membres et leurs inconnues.

0
@ a b c

b d e

c e f

1
A :

0
@ Kxx

Kxy

Kxz

1
A =

0
@ S1

S2
S3

1
A

0
@ a b c

b d e

c e f

1
A :

0
@ Kyx

Kyy

Kyz

1
A =

0
@ S4

S5
S6

1
A (4.15)

0
@ a b c

b d e

c e f

1
A :

0
@ Kzx

Kzy

Kzz

1
A =

0
@ S7

S8
S9

1
A

La r�esolution num�erique de ces syst�emes lin�eaires ne pose aucune diÆcult�e. En pratique nous
avons utilis�e les algorithmes propos�es dans l'ouvrage de Press et al. (1992).

4.1.7 Contrôle des autres crit�eres

Dans cette section nous montrons sous quelles conditions la perm�eabilit�e �equivalente ainsi d�e�nie
v�eri�e �egalement les crit�eres d'�egalit�e des ux et d'�egalit�e des �energies dissip�ees.
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�Egalit�e des ux

Le ux traversant la face i du milieu h�et�erog�ene est not�e qi. Le ux traversant la face i du milieu
homog�ene est not�e Qi.

qi =

Z
�i

v � ni d Qi =

Z
�i

V � ni d

Du fait de l'�equation de conservation (div v = 0 et div V = 0), la somme des ux sur toutes les
faces d'un bloc est �egale �a 0, que ce soit pour le milieu h�et�erog�ene ou le milieu homog�ene.X

i

qi = 0
X
i

Qi = 0

Le crit�ere d'�egalit�e des ux en deux dimensions s'exprime par les quatre �equations suivantes :

qi = Qi i = 1; : : : ; 4 (4.16)

La question pos�ee est de savoir si la d�e�nition propos�ee de la perm�eabilit�e �equivalente (�equations
4.5, 4.6 et 4.7) implique ou non l'�egalit�e des ux (�equation 4.16).

Nous avons vu pr�ec�edemment que les ux et les vitesses moyennes sont li�es par l'�equation (4.11).
En deux dimensions, l'�egalit�e des vitesses moyennes en x et en y se traduit donc par deux relations
d'�egalit�e liant les ux aux deux �echelles :

q1x1 + q2x2 + q3xG3 + q4xG4 = Q1x1 +Q2x2 +Q3XG3 +Q4XG4 (4.17)

q1yG1 + q2yG2 + q3y3 + q4y4 = Q1YG1 +Q2YG2 +Q3y3 +Q4y4 (4.18)

L'�egalit�e des vitesses moyennes ne permet d'obtenir que ces deux �equations. Avec des conditions
aux limites quelconques, l'�egalit�e des vitesses moyennes ne permet donc pas d'assurer l'�egalit�e
des ux sur toutes les faces du bloc. Il est ais�e de trouver un contre exemple avec des conditions
aux limites de type uniforme ou immerg�e. En revanche, avec des conditions aux limites de type
perm�eam�etre ou p�eriodique l'�egalit�e des ux est v�eri��ee comme nous allons le montrer.

Conditions aux limites de type perm�eam�etre

Les conditions aux limites de type perm�eam�etre imposent que les ux sur les bords perpendiculaires
�a la direction principale d'�ecoulement soient nuls. Il en r�esulte que les centres de gravit�e des ux
sur ces faces sont nuls aussi. Cela est valable pour le milieu h�et�erog�ene et le milieu homog�ene.

q3 = q4 = 0 xG3 = xG4 = 0 Q3 = Q4 = 0 XG3 = XG4 = 0

Du fait de l'�equation de conservation, le ux entrant est �egal au ux sortant :

q1 = �q2 Q1 = �Q2

L'�egalit�e des vitesses moyennes (�equation 4.17) impose alors :

q1 = Q1 et q2 = Q2

L'�egalit�e des ux est v�eri��ee.

Conditions aux limites de type p�eriodique

Dans ce cas, de par les conditions aux limites, on a :

q1 = �q2; yG1 = yG2; q3 = �q4; xG3 = xG4

et Q1 = �Q2; YG1 = YG2; Q3 = �Q4; XG3 = XG4
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En introduisant ces �equations dans l'�egalit�e des vitesses on obtient :

q1 = Q1; q2 = Q2; q3 = Q3; q4 = Q4

L�a encore l'�egalit�e des ux est v�eri��ee.

Conditions aux limites de type uniforme

ka

kb

q4

q3

q1 q2

(a) Milieu h�et�erog�ene : deux zones

de perm�eabilit�es di��erentes de

formes triangulaires. Les ux q1 et

�q2 sont di��erents, de même pour

q3 et �q4.

Q4

Q3=−Q4

Q1 Q2=−Q1

(b) Milieu homog�ene : la vitesse est

constante dans le domaine. Les ux Q1

et �Q2 sont �egaux, de même pour Q3 et

�Q4.

Fig. 4.2 : Exemple de cas o�u le crit�ere d'�egalit�e des ux ne peut pas être v�eri��e avec des conditions

aux limites de type uniforme.

Nous avons d�ej�a �evoqu�e que dans le cas de conditions aux limites de type uniforme ou immerg�e
il existe des cas pour lesquels la d�e�nition utilis�ee n'implique pas que le crit�ere d'�egalit�e des ux
soit v�eri��e. Nous allons montrer de plus ici que lorsque l'on remplace le milieu h�et�erog�ene par un
milieu homog�ene, le crit�ere d'�egalit�e des ux ne peut pas être v�eri��e dans ces cas.

Dans le cas de conditions aux limites uniformes appliqu�ees sur un milieu homog�ene, la solution de
l'�equation de la di�usivit�e dans le milieu est de la forme suivante :

H(x; y) = �
�
�hx
Lx

�
x�

�
�hy
Ly

�
y + h0

Ainsi le vecteur vitesse est constant dans le bloc.

V =

0
@ Kxx

b

�
�hx
Lx

�
+K

xy
b

�
�hy
Ly

�
K

yx
b

�
�hx
Lx

�
+K

yy
b

�
�hy
Ly

�
1
A

Le ux traversant deux faces oppos�ees est alors n�ecessairement identique au signe pr�es. Ainsi on
a Q1 = �Q2 et Q3 = �Q4. Or pour un milieu h�et�erog�ene quelconque avec ce type de conditions
aux limites, il est tr�es probable que q1 6= �q2 et q1 6= �q3. L'�egalit�e des ux conduit alors �a un
syst�eme impossible n'ayant pas de solution :

q1 = Q1 ) q1 = �Q2 or q1 6= �q2 ) q2 6= Q2
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Si l'on chercheKb tel que q1 = Q1 alors on a forc�ement q2 6= Q2 . Kb ne peut pas être �a la fois la
solution de l'�equation q1 = Q1 et de l'�equation q2 = Q2. Cette diÆcult�e se pr�esente d�es lors que
les axes du bloc ne sont pas parall�eles aux directions principales de la perm�eabilit�e �equivalente du
milieu h�et�erog�ene.

Gallou�et and Gu�erillot (1994) contournent cette diÆcult�e en minimisant l'�ecart entre les ux
mesur�es sur le milieu h�et�erog�ene et ceux calcul�es sur le milieu homog�ene. Toutefois nous pensons
que le crit�ere d'�egalit�e des vitesses moyennes est plus satisfaisant, dans la mesure o�u il admet une
solution rigoureuse dans les cas o�u le crit�ere d'�egalit�e des ux n'admet qu'une solution approch�ee.

�Egalit�e des �energies dissip�ees

L'�energie dissip�ee �a l'�echelle macroscopique dans le milieu h�et�erog�ene doit être identique �a l'�energie
dissip�ee �a l'�echelle m�egascopique dans le milieu homog�ene �equivalent.

E = �g �
Z



�(v � gradh) d! = �g �
Z



�(V � gradH) d!

� repr�esente la masse volumique de l'eau et g l'acc�el�eration due �a la pesanteur. On remarque
que ces int�egrales peuvent être simpli��ees grâce �a une int�egration par partie (Tj�lsen et al. 1992;
Njifenjou 1993; B�e 1994). Par exemple pour l'expression �a l'�echelle macroscopique, on a :

E

�g
= �

Z
�

h � (v � n) d +
Z



h � div(v) d!;

div(v) = 0 ) E

�g
= �

Z
�

h � (v � n) d

Le crit�ere d'�egalit�e des �energies peut donc s'�ecrire sous la forme suivante :Z
�

h � (v � n) d! =

Z
�

H � (V � n) d! (4.19)

Suivant le type de conditions aux limites, on peut encore simpli�er cette �equation.

Conditions aux limites perm�eam�etre

� On calcule tout d'abord le terme �a l'�echelle macroscopique. Pour cela, on d�ecompose l'int�egrale
sur � en autant de termes que de surfaces �el�ementaires :Z

�1

h � (v � n) d! +

Z
�2

h � (v � n) d! +

Z
�3

h � (v � n) d! +

Z
�4

h � (v � n) d! (4.20)

Les conditions aux limites de type perm�eam�etre, avec un gradient dans la direction x, imposent
h = h0 sur �1, h = h0 ��hx sur �2, v � n = 0 sur �3 et �4.Z

�

h � (v � n) d! = h0

Z
�1

v � n1 d! + (h0 ��hx)

Z
�2

v � n2 d! = h0q1 + (h0 ��hx)q2

Comme q1 = �q2, on obtient : Z
�

h(v � n) d! = �q2�hx

� Le terme �a l'�echelle m�egascopique se simpli�e de la même mani�ere :Z
�

H � (V � n) d! = �Q2�hx
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� Avec les conditions aux limites de type perm�eam�etre, l'�energie dissip�ee dans le milieu poreux
est proportionnelle aux ux traversant le bloc que multiplie la di��erence de charge entre l'entr�ee
et la sortie du bloc.

Nous avons montr�e dans le paragraphe pr�ec�edent que l'�egalit�e des vitesses moyennes implique
l'�egalit�e des ux (q2 = Q2). Cela signi�e que la d�e�nition propos�ee implique l'�egalit�e des �energies
dissip�ees dans le cas des conditions aux limites de type perm�eam�etre.

Conditions aux limites p�eriodiques

� Le terme �a l'�echelle macroscopique (�equation 4.20) se simpli�e en regroupant les termes deux �a
deux. Prenons, par exemple, les termes en �1 et �2.Z

�1

h � (v � n) d! +

Z
�2

h � (v � n) d! =

Z y=y4

y=y3

h
h(x1; y) �

�
v(x1; y) � n

�
+ h(x2; y) �

�
v(x2; y) � n

�i
dy

Les conditions aux limites p�eriodiques imposent les �egalit�es suivantes :

h(x2; y) = h(x1; y)��hx et v(x2; y) = v(x1; y)

La somme des deux int�egrales sur �1 et �2 se r�eduit �a :Z
�1

h � (v � n) d! +

Z
�2

h � (v � n) d! = ��hx
Z
�2

v � n d! = ��hx q2

La somme des deux autres int�egrales (sur �3 et �4) se simpli�e de même et le r�esultat �nal est
que l'�energie dissip�ee dans le milieu h�et�erog�ene est �egale �a la somme des ux que multiplie les
di��erences de charges : Z

�

h � (v � n) d! = ��hx q2 ��hy q4

� L'�energie dissip�ee dans le milieu homog�ene s'exprime de fa�con identique en fonction des ux :Z
�

H � (V � n) d! = ��hx Q2 ��hy Q4

� L'�egalit�e des �energies peut donc s'�ecrire dans ce cas particulier :

�hx q2 +�hy q4 = �hx Q2 +�hy Q4

Comme pour les conditions aux limites de type perm�eam�etre, la d�e�nition propos�ee qui v�eri�e
l'�egalit�e des ux dans le cas des conditions aux limites p�eriodiques v�eri�e par voie de cons�equence
l'�egalit�e des �energies dissip�ees.

Conditions aux limites uniformes

Pour les conditions aux limites uniformes, on a sur la fronti�ere de 
 :

h(x; y) = ��hx
Lx

x� �hy
Ly

y + h0
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� Le terme �a l'�echelle macroscopique s'exprime alors :Z
�

h � (v � n) d! = ��hx
Lx

Z
�

x � (v � n) d! � �hy
Ly

Z
�

y � (v � n) d! + h0

Z
�

(v � n) d!

On a
R
�
(v �n) d! car div v = 0 dans 
. Et on remarque que les int�egrales sur la fronti�ere sont les

composantes en x et y de la vitesse macroscopique moyenne.Z
�

h � (v � n) d! = ��hx
Lx

Z



v � nx d! � �hy
Ly

Z



v � ny d!

� En suivant le même raisonnement, le terme �a l'�echelle m�egascopique s'exprime �a partir des
vitesses m�egascopiques :Z

�

H � (V � n) d! = ��hx
Lx

Z



V � nx d! � �hy
Ly

Z



V � ny d!

On constate alors que l'�egalit�e des vitesses moyennes (
R


v d! =

R


V d!) implique l'�egalit�e des

�energies pour les conditions aux limites de type uniforme.

4.1.8 En r�esum�e

Nous avons d�e�ni la perm�eabilit�e �equivalente comme la perm�eabilit�e d'un milieu homog�ene �ctif
tel que s'il est soumis aux mêmes conditions aux limites que le milieu h�et�erog�ene r�eel il donne la
même vitesse moyenne et le même gradient de charge moyen que le milieu h�et�erog�ene.

Il se pose alors la question de savoir si cette perm�eabilit�e �equivalente v�eri�e aussi les crit�eres
d'�equivalence plus fr�equemment employ�es : l'�egalit�e des ux et l'�egalit�e des �energies dissip�ees. Il
est montr�e que la r�eponse �a cette question d�epend du type de conditions aux limites employ�ees (voir
tableau 4.1). On retiendra que avec des conditions aux limites de type perm�eam�etre, p�eriodique
et uniforme, la d�e�nition propos�ee impose l'�egalit�e des �energies dissip�ees.

Conditions aux Limites Perm�eam�etre P�eriodique Uniforme Immersion
�Egalit�e des Flux Oui Oui Non Non
�Egalit�e des �Energies Oui Oui Oui non d�emontr�e

Tab. 4.1 : Crit�eres v�eri��es par la perm�eabilit�e �equivalente d�e�nie par l'�equation 4.8 en fonction du

type de conditions aux limites. Non signi�e que le crit�ere n'est pas v�eri��e en g�en�eral même s'il existe

des cas o�u il est v�eri��e.

Il est montr�e de plus que le crit�ere d'�egalit�e des ux ne peux pas en g�en�eral être rigoureusement
v�eri��e avec des conditions aux limites de type uniforme ou immersion.

Les simpli�cations (�equations 4.9 et 4.11) de l'expression propos�ee permettent premi�erement
de transformer un calcul d'int�egrales volumiques par un calcul d'int�egrales surfaciques. Cela
pr�esente un int�erêt au niveau de l'optimisation du code de calcul de la perm�eabilit�e �equivalente.
Deuxi�emement, et c'est l�a le grand int�erêt de ces transformations, elles permettent de montrer
clairement que même si les conditions aux limites sont de type perm�eam�etre, il est possible de
mesurer sur les faces d'entr�ee et de sortie du bloc �etudi�e les centres de gravit�e des ux et ainsi de
d�eterminer s'il existe une composante de la vitesse moyenne perpendiculaire �a l'�ecoulement prin-
cipal et caract�eristique d'une anisotropie. Cela ne n�ecessite pas de connâ�tre le champ de vitesse
�a l'int�erieur du bloc. De même, en mesurant les charges hydrauliques sur les faces ext�erieures du
bloc, on peut calculer le gradient moyen de charge dans le bloc. Il est alors possible de calculer
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un tenseur de perm�eabilit�e �equivalente quelles que soient les conditions aux limites employ�ees.
L'annexe D pr�esente un sch�ema de dispositif exp�erimental qui permettrait d'exploiter ce r�esultat
th�eorique avec des conditions aux limites de type perm�eam�etre.

4.2 Exemples d'applications

Les exemples sont donn�es en deux dimensions car ils sont ainsi plus faciles �a illustrer, mais des
tests en trois dimensions ont �egalement �et�e conduits. Les simulations num�eriques ont �et�e r�ealis�ees
avec le logiciel TRIMULEC, qui est pr�esent�e en Annexe E.

Ces tests nous permettent de souligner l'inuence des conditions aux limites sur le calcul du
tenseur de perm�eabilit�e �equivalente. Nous discutons des domaines d'application de chaque type
de conditions aux limites ainsi que de l'utilisation possible des conditions de type p�eriodique.

4.2.1 Milieu 2D strati��e

k = 100 mD

k = 1 mDx

y

z

(a) Champ de perm�eabilit�e

h1

h2

(b) Surestimation de kyy

Fig. 4.3 : Milieu strati��e parall�element aux axes

Le milieu utilis�e pour le test est repr�esent�e sur la �gure 4.3 a. C'est un milieu strati��e dont la
perm�eabilit�e �equivalente est donn�ee par :

Kth�eorie =

�
�a 0
0 �h

�
=

�
50:5 0
0 1:98

�

avec �a la moyenne arithm�etique des perm�eabilit�es locales et �h la moyenne harmonique.

Le milieu a �et�e discr�etis�e en 4� 4 mailles carr�ees. La m�ethode num�erique, avec des conditions aux
limites de type perm�eam�etre, donne un r�esultat exact, que l'on utilise le crit�ere d'�egalit�e des ux
ou des vitesses moyennes :

Kperm�eam�etre =

�
50:5 0
0 1:98

�
=Kth�eorie

En revanche, le calcul avec des conditions aux limites uniformes surestime kyy. Lorsque l'on utilise
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le crit�ere d'�egalit�e des vitesses moyennes on obtient :

Kuniforme =

�
50:5 0
0 14:8

�

Cette surestimation de kyy s'explique par le ph�enom�ene repr�esent�e sur la �gure 4.3 b. Avec les
conditions aux limites de type uniforme, la charge varie lin�eairement sur la fronti�ere et provoque
des ux entrant sur les deux bords lat�eraux, au niveau de la derni�ere strate de forte perm�eabilit�e.
Cela conduit �a une vitesse moyenne en y sup�erieure �a ce qu'elle serait dans un milieu strati��e
in�ni. On remarque que l'�ecoulement dans le bloc ne peut plus être consid�er�e comme uniforme et
que ce cas repr�esente une situation typique dans laquelle le crit�ere d'�egalit�e des ux sur les quatre
faces conduit �a un syst�eme sans solution.

4.2.2 Milieu strati��e oblique

Pour ce deuxi�eme test, la strati�cation est oblique par rapport aux axes de la grille (�gure 4.4 a).
Le tenseur de perm�eabilit�e �equivalente th�eorique, sous l'hypoth�ese que le milieu est strati��e �a
l'in�ni, s'obtient par un changement de rep�ere : une rotation suivant l'axe des z d'un angle de
45o. En prenant comme tenseur initial celui calcul�e analytiquement dans la section pr�ec�edente, on
obtient dans le nouveau rep�ere :

Kth�eorie =

�
(�h + �a)=2 (�h � �a)=2
(�h � �a)=2 (�h + �a)=2

�
=

�
26:24 �24:26
�24:26 26:24

�

� Le milieu a �et�e discr�etis�e beaucoup plus �nement que dans l'exemple pr�ec�edent ; nous avons
employ�e 64 � 64 mailles. En utilisant la m�ethode num�erique avec des conditions aux limites de
type uniforme, on obtient :

Kuniforme =

�
27:74 �22:75
�22:75 27:74

�

Ce r�esultat est ind�ependant du crit�ere utilis�e (ux ou vitesse) car dans ce cas les ux sur les
faces oppos�ees sont �egaux et l'�egalit�e des ux se r�eduit �a l'�egalit�e des vitesses moyennes. On
consid�ere le r�esultat num�erique comme proche du r�esultat analytique th�eorique. La sym�etrie est
bien respect�ee. Si l'on calcule les directions principales de ce tenseur, on constate que l'on retrouve
bien les directions �a 45o des axes x et y qui correspondent �a la direction de strati�cation. Dans ce
nouveau rep�ere, le tenseur Kuniforme devient :

K
?
uniforme =

�
50:5 0
0 4:98

�
' K

?
th�eorie =

�
50:5 0
0 1:98

�

La di��erence entre les valeurs de kyy est non n�egligeable. Elle peut s'expliquer certainement par le
fait que l'�ecoulement n'est pas strictement uniforme, �a cause des conditions aux limites, comme on
peut le voir si l'on observe avec attention les vecteurs vitesses du bord du bloc sur la �gure 4.4 e.
Cet �ecart peut �egalement être dû �a l'e�et de la discr�etisation (les strates obliques sont discr�etis�ees
sous forme de marches d'escalier) et aux biais num�eriques qui seront discut�es dans le chapitre 6.

� En utilisant des conditions aux limites de type perm�eam�etre et la formule classique d'�egalit�e des
ux (�equation (3.16) page 32), on obtient un r�esultat tr�es di��erent :

Kperm�eam�etre ux =

�
4:03 0
0 4:03

�
6= Kth�eorie =

�
26:24 �24:26
�24:26 26:24

�

L'�ecart important entre le r�esultat et la th�eorie provient d'une part des conditions aux limites
de type perm�eam�etre qui imposent des ux nuls sur les bords du domaine et d'autre part de
l'hypoth�ese implicite que Kxy = 0 dans l'�equation (3.16).
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(a) Champ de perm�eabilit�e

(64�64 mailles)
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1.00      

(b) Condition aux limites perm�eam�etre :

champ de charge

(c) Condition aux limites

perm�eam�etre : champ de vi-

tesse
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0.90      

1.00      

(d) Condition aux limites uniformes :

champ de charge

(e) Condition aux limites uni-

formes : champ de vitesse

Fig. 4.4 : R�esultats de simulations �nes sur un milieu strati��e obliquement avec des conditions aux

limites de type perm�eam�etre et uniforme . Les bandes sombres ont une perm�eabilit�e de 1 mD, les

claires de 100mD
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En revanche, en utilisant le crit�ere d'�egalit�e des vitesses moyennes, on obtient un tenseur de
perm�eabilit�e beaucoup plus proche de la th�eorie.

Kperm�eam�etre vitesse =

�
21:4 �19
�19 21:4

�

Le calcul des vecteurs propres et valeurs propres montre que les directions principales d'anisotropie
sont exactement les directions �a �45o et que, dans ce rep�ere, on a :

K?
perm�eam�etre =

�
40:4 0
0 2:4

�
' K?

th�eorie =

�
50:5 0
0 1:98

�

Contrairement aux conditions limites de type uniforme, les conditions aux limites de type perm�ea-
m�etre sous-estiment dans ce cas kxx. kyy est plus proche de la th�eorie. La di��erence non n�egligeable
entre ce tenseur de perm�eabilit�e et la valeur th�eorique s'explique de nouveau par la perturbation
li�ee aux conditions aux limites. Les limites �a ux nuls sont �equivalentes �a des limites de sym�etrie.
Ainsi, cela revient �a supposer que le milieu ressemble au milieu repr�esent�e sur la �gure 4.5. La
perm�eabilit�e �equivalente calcul�ee dans ces conditions ne peut pas être la même que celle calcul�ee
th�eoriquement, en faisant l'hypoth�ese que le milieu est strati��e et in�ni.

h1

h2

Fig. 4.5 : Milieu sym�etrique p�eriodique sous-tendu par l'emploi de conditions limites de type

perm�eam�etre sur un milieu strati��e oblique

� Il est possible de s'a�ranchir en partie de cette perturbation en calculant la perm�eabilit�e
�equivalente non pas sur le domaine entier, mais sur un bloc immerg�e. Par exemple, si l'on divise le
domaine pr�esent�e ci-dessus en blocs de 16�16 mailles et si l'on calcule le tenseur de perm�eabilit�e
�equivalente, on obtient pour les quatre blocs du centre un r�esultat tr�es proche de la th�eorie que
ce soit avec des conditions aux limites de type perm�eam�etre ou uniforme.

Kperm�eam�etre =

�
26:8 �24:8
�24:8 26:8

�
et Kuniforme =

�
26:3 �24:2
�24:2 26:3

�

4.2.3 Discussion

Sur des exemples simplistes de milieux strati��es, nous avons montr�e que le tenseur de perm�eabilit�e
�equivalente (perm�eabilit�e de bloc) d�epend �a la foi des conditions aux limites et du crit�ere d'�equivalence
utilis�ees pour son calcul.

En prenant comme d�e�nition de la perm�eabilit�e �equivalente l'�equation propos�ee par Rubin and
G�omez-Hern�andez (1990), on constate que :
{ Pour un milieu strati��e parall�element aux axes de la grille, les conditions aux limites de type
perm�eam�etre permettent d'obtenir la perm�eabilit�e �equivalente th�eorique, mais les conditions
aux limites de type uniforme surestiment la perm�eabilit�e perpendiculaire aux strates.
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4.2 { Exemples d'applications

(a) Trois cellules de bases repr�esentant un milieu

strati��e in�ni.

(b) Conditions aux limites perm�eam�etre : les conditions �a ux nul sur le bord sont �equivalentes �a

des plans de sym�etrie. Cette contrainte ne permet de calculer la perm�eabilit�e �equivalente correcte

que pour le milieu strati��e suivant les axes du bloc (dessin de gauche).

(c) Conditions aux limites uniformes : cela revient �a ins�erer le milieu �etudi�e entre deux blocs de
perm�eabilit�e moyenne. Dans les trois cas il s'agit d'une approximation.

(d) Conditions aux limites p�eriodiques : cela revient �a supposer le milieu p�eriodique. Cette approche

permet de retrouver correctement la perm�eabilit�e du milieu dont les strates sont parall�eles aux axes

et de celui pr�esentant des strates �a 45o �a condition que la r�ep�etition de la cellule permette de

reconstituer la strati�cation in�nie, ce qui n'est pas le cas du milieu repr�esent�e �a droite.

Fig. 4.6 : Synth�ese sur l'e�et des conditions aux limites
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Chapitre 4 { Tenseur de perm�eabilit�e et crit�eres d'�equivalences

{ Inversement quand le milieu est strati��e oblique, les conditions aux limites de type uniforme
permettent de calculer plus pr�ecis�ement la perm�eabilit�e �equivalente que ne le permettent les
conditions de type perm�eam�etre.

Ces observations s'expliquent ais�ement par une interpr�etation physique de l'e�et des conditions
aux limites (�gure 4.6). On interpr�ete les conditions aux limites �a ux nul comme des plans de
sym�etrie, les conditions aux limites uniformes (en premi�ere approximation) comme une immersion
dans un milieu de perm�eabilit�e moyenne constante, et les conditions aux limites p�eriodiques comme
une p�eriodicit�e spatiale. Bien que nous n'ayons pas pu r�ealiser les exp�eriences num�eriques avec
des conditions aux limites de type p�eriodique2, le raisonnement illustr�e sur la �gure 4.6 montre
qu'elles auraient permis d'obtenir le r�esultat th�eorique dans le cas de la strati�cation parall�ele aux
axes et dans le cas de la strati�cation oblique �a condition que le nombre de strates intercept�ees
par le bord du bloc soit pair, de fa�con �a ce que la p�eriodicit�e permette de r�etablir les strates
in�nies (voir �gure 4.6 d, colonne de droite, pour un contre exemple). Les exp�eriences num�eriques
de Pickup, Ringrose, Jensen, and Sorbie (1994) pr�esent�ees dans la partie bibliographique (page 64)
con�rment ces observations.

Il est donc justi��e d'utiliser des conditions aux limites de type perm�eam�etre �a condition de faire les
calculs dans les directions principales d'anisotropie. Cela implique que les mesures de perm�eabilit�e
au laboratoire doivent �egalement être r�ealis�ees imp�erativement dans les directions principales d'ani-
sotropie.

Les conditions aux limites de type uniforme permettent un calcul correct des directions principales
d'anisotropie et des perm�eabilit�es dans les directions parall�eles aux strates. Mais elles surestiment
la perm�eabilit�e perpendiculairement aux strates. Les conditions aux limites de type p�eriodique sont
certainement les plus robustes, mais nous n'avons pas pu les tester. La technique qui consiste �a
immerger le bloc permet de diminuer la perturbation li�ee �a l'emploi de tel ou tel type de conditions
aux limites.

4.3 Conclusion

 Nous proposons de d�e�nir le tenseur de perm�eabilit�e de bloc Kb d'un milieu h�et�erog�ene en pos-
tulant que les moyennes du vecteur vitesse dans le milieu homog�ene �ctif de perm�eabilit�e Kb et
dans le milieu h�et�erog�ene soient �egales et qu'il en soit de même pour les moyennes du gradient de
charge. Pour donner une expression pratique de cette perm�eabilit�e nous avons suppos�e que la loi
de Darcy s'applique sur le milieu homog�ene �ctif.

L'expression de la perm�eabilit�e �equivalente ainsi obtenue est identique �a celle employ�ee par Rubin
and G�omez-Hern�andez (1990).

Nous avons d�emontr�e que le tenseur de perm�eabilit�e ainsi d�e�ni impose l'�egalit�e des �energies
dissip�ees dans le milieu h�et�erog�ene et dans le milieu homog�ene �equivalent si les conditions aux
limites sont de type perm�eam�etre, p�eriodique ou uniforme. Dans le cas o�u le bloc est immerg�e,
l'�egalit�e des �energies dissip�ees n'est pas assur�ee de fa�con exacte (voir r�esultats de S�anchez-Vila,
Girardi, and Carrera (1995)). Nous avons �egalement d�emontr�e que les ux aux fronti�eres du bloc
sont identiques pour le milieu h�et�erog�ene et pour le milieu homog�ene dans le cas de conditions
aux limites de type perm�eam�etre et p�eriodique. Avec des conditions aux limites uniformes ou
p�eriodiques, nous montrons que l'�egalit�e des ux est en g�en�eral un crit�ere impossible �a satisfaire
rigoureusement.

 Par rapport au crit�ere d'�egalit�e des ux, la d�e�nition propos�ee pr�esente l'avantage d'avoir tou-
jours une solution. Elle n'impose pas de chercher une solution approximative (minimisation par

2Cela pose des probl�emes d'impl�ementation dans l'algorithme multigrille de TRIMULEC que nous n'avons pas
eu le temps de r�esoudre.
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4.3 { Conclusion

la m�ethode des moindres carr�es) dans le cas de conditions aux limites de type uniforme ou im-
mersion. De plus cette d�e�nition, tout comme l'�egalit�e des �energies dissip�ees, peut s'appliquer
tr�es facilement �a la d�e�nition de la perm�eabilit�e de blocs de formes quelconques, ce que permet
diÆcilement le crit�ere d'�egalit�e des ux.
Par rapport au crit�ere d'�egalit�e des �energies, la d�e�nition propos�ee pr�esente l'avantage d'être
bas�ee sur un crit�ere vectoriel et non scalaire, ce qui permet d'augmenter le nombre d'�equations
par rapport au nombre d'inconnues et ainsi de faciliter la d�etermination du tenseur complet de
perm�eabilit�e.

Les exemples illustrant l'application de la d�e�nition propos�ee ou du crit�ere d'�egalit�e des ux
montrent que, lorsque les deux crit�eres donnent le même r�esultat, la perm�eabilit�e obtenue est la
perm�eabilit�e �equivalente th�eorique. Lorsqu'il y a discordance, cela indique souvent un probl�eme de
repr�esentativit�e du r�esultat. L'utilisation coordonn�ee des deux d�e�nitions et la comparaison des
r�esultats peut donc être un argument pour d�ecider de la repr�esentativit�e d'un calcul de perm�eabilit�e
�equivalente.

Un autre point important abord�e dans ce chapitre est l'e�et du choix du type de conditions aux
limites sur le calcul de la perm�eabilit�e �equivalente. Les conditions aux limites de type uniforme
sont certainement celles qu'il faut manier avec le plus de pr�ecautions, car les hypoth�eses sous-
jacentes sont rarement v�eri��ees. En revanche, ce type de conditions aux limites semble donner de
bons r�esultats lorsqu'on les impose aux fronti�eres d'un domaine dans lequel le bloc est immerg�e.
Les conditions aux limites de type perm�eam�etre permettent d'obtenir le tenseur de perm�eabilit�e
th�eorique �a condition que les directions principales d'anisotropie soient parall�eles aux faces du
bloc. Les conditions aux limites de type p�eriodique sont certainement les plus robustes, mais cela
ne signi�e pas qu'elles permettent toujours un calcul exact.

 Les d�eveloppements th�eoriques r�ealis�es nous ont permis de remarquer qu'il est possible, contrai-
rement �a ce qui est g�en�eralement aÆrm�e, de calculer un tenseur complet de perm�eabilit�e �a partir
de r�esultats d'�ecoulements avec des conditions aux limites de type perm�eam�etre. Un dispositif
exp�erimental, exploitant cette remarque, a �et�e imagin�e (voir Annexe D). La technique correspon-
dante permet de v�eri�er si les axes d'anisotropie sont bien parall�eles aux axes du bloc et donc si
le calcul de la perm�eabilit�e �equivalente avec des conditions aux limites de type perm�eam�etre est
justi��e ou non.
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Chapitre 5

Une nouvelle technique rapide :

la renormalisation simpli��ee

Ce chapitre pr�esente une nouvelle technique rapide de calcul de la perm�eabilit�e

�equivalente (Renard and Le Loc'h 1996). L'approche est bas�ee sur la synth�ese de deux

travaux ant�erieurs : un algorithme it�eratif propos�e par Le Loc'h (1987) et une formule

de composition de moyennes, permettant de prendre en compte l'anisotropie, propos�ee

par Kruel-Romeu (1994).

Nous avons �et�e amen�es �a d�evelopper cette nouvelle formule heuristique car l'algo-

rithme it�eratif fournit deux valeurs. Le Loc'h (1987) propose d'en prendre la moyenne

g�eom�etrique pour donner une estimation unique de la perm�eabilit�e �equivalente. Elle

constate �egalement que, pour des milieux log-normaux isotropes et bi-dimensionnels,

cette estimation est non biais�ee. Nous avons constat�e exp�erimentalement (chapitre 7)

que, pour des milieux anisotropes, la perm�eabilit�e �equivalente pouvait être proche de l'une

ou l'autre des valeurs obtenues par l'algorithme it�eratif. Il �etait n�ecessaire de d�evelopper

une m�ethode permettant de composer les deux valeurs qui prenne en compte l'anisotro-

pie du milieu. Nous nous sommes alors appuy�es sur les d�eveloppements analytiques de

Kruel-Romeu (1994) pour proposer une formule simple et adapt�ee �a notre probl�eme.

Dans le d�ebut de ce chapitre, nous donnons les hypoth�eses (x 5.1) et d�etaillons l'algo-

rithme it�eratif (x 5.2) de Le Loc'h (1987) sur lesquels repose la nouvelle m�ethode. Nous

rappelons ensuite les fondements de la formule de Kruel-Romeu (1994), ce qui nous

permet de montrer comment celle-ci a �et�e adapt�ee �a notre probl�eme (x 5.3).
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Chapitre 5 { La renormalisation simpli��ee

5.1 Les hypoth�eses

Le champ de perm�eabilit�e est suppos�e connu sur une grille r�eguli�ere. Les tenseurs de perm�eabilit�e
k varient d'une maille �a l'autre mais sont suppos�es constants dans chaque maille et, au moins dans
un premier temps, diagonaux (cela signi�e que les axes principaux d'anisotropie sont suppos�es être
les axes du maillage). La m�ethode que nous proposons ne permet, sous cette derni�ere hypoth�ese,
que le calcul des termes diagonaux du tenseur de perm�eabilit�e �equivalente :

Kb =

0
@ Kxx

b
0 0

0 Kyy

b
0

0 0 Kzz

b

1
A

5.2 Proc�edure it�erative

La proc�edure it�erative d�ecrite dans cette section est celle

K1

K2

MOYENNE
ARITHMETIQUE

Direction d’écoulement

K1 K2 MOYENNE
HARMONIQUE

Fig. 5.1 : Association en parall�ele ou

en s�erie de deux mailles.

qui est propos�ee par Le Loc'h (1987), nous avons seule-
ment envisag�e, en guise de remarque, un calcul du tenseur
complet de perm�eabilit�e dans le cas o�u les perm�eabilit�es
locales ne seraient pas diagonales. Pour calculer Kuu

b
; u 2

(x; y; z), l'id�ee de base consiste �a regrouper les mailles de la
grille �ne par paquets de deux. Si les mailles sont en s�erie
par rapport �a la direction u, alors on a�ecte au paquet la
moyenne harmonique des perm�eabilit�es directionnelles lo-
cales. Si les mailles sont en parall�ele, alors on a�ecte au pa-
quet la moyenne arithm�etique des perm�eabilit�es direction-
nelles locales (�gure 5.1). L'application de regroupements
successifs alternativement en parall�ele et en s�erie permet
de r�eduire progressivement le nombre de mailles de la grille
jusqu'�a ne plus avoir qu'une seule maille (�gure 5.2).

Si l'on commence par regrouper les mailles en s�erie (dans
la direction u) puis �a les regrouper en parall�ele suivant la (en deux dimensions) ou les (en trois
dimensions) direction(s) perpendiculaire(s), et si l'on r�ep�ete cette op�eration jusqu'�a ce qu'il n'y
ait plus qu'une maille, on obtient une valeur not�ee cuu

min
.

Si l'on commence par regrouper les mailles en parall�ele, puis si l'on poursuit le regroupement en
s�erie en it�erant la proc�edure, on obtient une seconde valeur, toujours sup�erieure ou �egale �a la
premi�ere et not�ee cuumax.

Remarques

Deux autres valeurs peuvent être calcul�ees, en trois dimensions, si l'on alterne un regroupement
en parall�ele, puis en s�erie, puis en parall�ele (ces valeurs seraient les analogues des valeurs in-
term�ediaires K3 et K4 d�e�nies page 28). Ces valeurs n'ont pas �et�e utilis�ees jusqu'�a pr�esent dans
notre approche.

Si une limite du domaine est atteinte dans une direction avant que la limite dans une autre direction
soit atteinte, alors l'algorithme n'est poursuivi que dans la direction restante.

Si la taille des mailles est variable (maillage �ecossais), il faut pond�erer les valeurs des perm�eabilit�es
ou leurs inverses par les tailles des mailles lors du calcul de la moyenne arithm�etique ou harmonique
(�equation 3.13, page 30.)
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5.2 { Proc�edure it�erative

etc.

etc.

c min
xx

cmax
xx

x

y

µ
h
x

µ
h
x µ

h
x

µy
a

µy
a

µy
a

Fig. 5.2 : Illustration en deux dimensions de la proc�edure it�erative de calcul de cxx
min

et cxx
max

. �ya

repr�esente l'op�erateur moyenne arithm�etique selon la direction y, �xh la moyenne harmonique selon la

direction x.

Dans le cas o�u �a l'it�eration i le nombre de mailles dans une direction est impair, nous proposons
de regrouper tous les paquets de deux mailles possibles et de garder la derni�ere s�erie de mailles
isol�ees. A l'it�eration i+ 1, ces mailles seront regroup�ees avec leurs voisines, mais comme elles ont
une taille di��erente, la moyenne harmonique ou arithm�etique doit être pond�er�ee par la taille de
chaque maille. Cela implique de stocker et de mettre �a jour �a chaque it�eration les tailles des mailles
regroup�ees normalement et les tailles des mailles en bordure (�gure 5.3).

Grille initiale

Etape 1 Etape 2

Etape 3

Etape 4

Fin

1

1

12

1

12

2

1

4 3

1

2
3

4 3

Etape 5

Fig. 5.3 : Exemple de regroupements successifs dans le cas o�u le nombre de mailles est impair et

di��erent suivant les directions. Grille initiale : toutes les mailles ont la même taille (ici 1�1) ; �Etape

1 : les mailles sont regroup�ees suivant x, sauf la derni�ere rang�ee. On obtient des mailles regroup�ees

de taille 2 en x et la derni�ere rang�ee �a une taille 1. �Etape 2 : même chose que l'�etape 1 mais en y.
�Etape 3 : regroupements suivant x, le nombre de mailles est pair, on peut regrouper toutes les mailles

en prenant en compte les di��erences de tailles. etc.

Si les perm�eabilit�es locales sont tensorielles, on propose d'utiliser �a chaque �etape la formule ana-
lytique pour les milieux strati��es, d�emontr�ee en annexe B pour le cas tri-dimensionnel et par
Quintard and Whitaker (1987) pour le cas bi-dimensionnel, qui permet le calcul du tenseur de
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Chapitre 5 { La renormalisation simpli��ee

perm�eabilit�e �equivalente :

Kxx

b =
(a+ b)(kxx0 kxx1 )

bkxx
0

+ akxx
1

K
yy

b
=

1

a+ b

�
ak

yy

0
+ bk

yy

1
� ab � (k

xy

0
� k

xy

1
)2

bkxx
0

+ akxx
1

�

Kzz

b =
1

a+ b

�
akzz0 + bkzz1 � ab � (k

xz
0 � kxz1 )2

bkxx
0

+ akxx
1

�

K
xy

b
=
bkxx

0
k
xy

1
+ akxx

1
k
xy

0

bkxx
0

+ akxx
1

Kxz

b
=
bkxx

0
kxz
1

+ akxx
1
kxz
0

bkxx
0

+ akxx
1

K
yz

b
=

1

a+ b

�
ak

yz

0
+ bk

yz

1
� ab � (k

xy

0
� k

xy

1
)(kxz0 � kxz1 )

bkxx
0

+ akxx
1

�

(5.1)

avec a et b les tailles respectives des mailles de perm�eabilit�e k0 et k1.

5.3 Prise en compte de l'anisotropie

On observe (cf. chapitre 7) que la perm�eabilit�e �equivalente est proche de cuu
min

quand l'�ecoulement
est perpendiculaire �a l'aplatissement du maillage et de cuumax quand l'�ecoulement est parall�ele �a
l'aplatissement.

Aussi, l'id�ee est de proposer une formule simple qui donne une perm�eabilit�e unique qui soit une
composition de cuu

min
et cuumax et qui prenne en compte l'anisotropie du milieu. Une technique

standard consiste �a utiliser un exposant :

Kuu

b
= cuu = (cuu

max)
� � (cuu

min)
1�� (5.2)

Le but de cette section est alors d'exprimer � en fonction de l'anisotropie du milieu.

5.3.1 Quanti�cation de l'anisotropie

Trois types d'anisotropie sont possibles :

1. les mailles de même perm�eabilit�e peuvent être organis�ees en couches plus ou moins r�eguli�eres
et cr�eer des strates, dans un contexte stochastique cela se traduit par des longueurs de
corr�elations di��erentes selon les directions lu 6= lv ;

2. les perm�eabilit�es locales peuvent être anisotropes kuu 6= kvv ;

3. les mailles peuvent être aplaties du 6= dv (du et dv repr�esentent les tailles des mailles de la
grille dans les directions u et v).

L'anisotropie de type 1 et 2 est prise en compte dans le calcul it�eratif de cuumax et c
uu

min
, dans lequel

interviennent �a la fois les valeurs des perm�eabilit�es locales directionnelles et leur agencement
spatial.

Si le rapport d'anisotropie k
uu

kvv
est constant dans le domaine, alors les anisotropies de type 2 et

3 sont strictement �equivalentes. On peut montrer (voir Annexe F pour la d�emonstration) que le
rapport qui permet de quanti�er l'anisotropie est le suivant :

auv =
kvv

kuu

�
du

dv

�2

(5.3)
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5.3 { Prise en compte de l'anisotropie

La �gure 5.4 donne une illustration de l'aspect des mailles en fonction des deux rapports1 ax
y
et

axz .

1

1

dx
 =

 d
ydx > dz

dx < dz

dx < dy dx > dy

dx = dz

dy
 =

 dz

dy
 >

 dz

dy
 <

 dz

dx
dy

dz

x

y
z

log( a   )y

log( a   )z

(a)

(b)

x

x

Fig. 5.4 : Rapports d'anisotropie. (a) Maille �el�ementaire ; (b) Sch�ema repr�esentant l'aspect de la maille

�el�ementaire en fonction des rapports d'anisotropie.

5.3.2 Rappels concernant la formule de Kruel-Romeu

Nous rappelons dans cette section la d�emarche suivi par Kruel-Romeu (1994).

Kruel-Romeu and N�tinger (1995) d�eveloppent une solution analytique approch�ee pour estimer
la perm�eabilit�e \Di��erence Finie" d'une grille 2D ou 3D. La perm�eabilit�e di��erence �nie est la
perm�eabilit�e que l'on obtiendrait en r�esolvant l'�equation de la di�usivit�e par la m�ethode des
di��erences �nies, avec un sch�ema direct, et avec des conditions aux limites p�eriodiques.

La solution analytique est obtenue par une m�ethode de perturbation qui suppose que la distribution
des perm�eabilit�es locales est log-normale et que la variance du logarithme des perm�eabilit�es �2

ln k

est petite.

1On peut, en fait, d�e�nir six rapports en trois dimensions, mais ils sont li�es et l'utilisation de deux d'entre eux
est suÆsante.
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Chapitre 5 { La renormalisation simpli��ee

En deux dimensions

En deux dimensions, le r�esultat analytique approch�e au deuxi�eme ordre en �2
ln k

est le suivant :

Keq ' �g exp

�
�2ln k

�
1

2
� S2

��
S2 =

1

N2

NX
p=1

NX
q=1

sin2 (�p=N)

sin2 (�p=N) + axy sin
2 (�q=N)

(5.4)

N repr�esente le nombre de mailles de la grille (suppos�ee carr�ee). Kruel-Romeu (1994) note que S2
tend rapidement, lorsque N augmente, vers une int�egrale I2 qui a pu être calcul�ee analytiquement.

I2 = lim
N!1

S2 =
4

�2

Z
�=2

0

Z
�=2

0

sin2 �

sin2 �+ ax
y
sin2 �

d�d� = 1�
arctan

p
ax
y

�=2

Duquerroix, Lemouzy, N�tinger, and Kruel-Romeu (1993) posent � = 1 � I2, � tend vers 0
lorsque axy tend vers 0 et tend vers 1 lorsque axy tend vers l'in�ni (�gure 5.5). En remarquant

que �a = �g exp
�
�2
ln k

=2
�
et que �h = �g exp

�
��2

ln k
=2
�
, l'�equation (5.4) devient :

Keq = (�a)
�(�h)

1�� � =
arctan

p
ax
y

�=2
(5.5)

La derni�ere �etape consiste �a faire la conjecture que si l'on remplace �a et �h par les bornes de
Cardwell et Parsons K1 = �x

h
(�ya) et K2 = �ya(�

x

h
) alors la formule gagnera en pr�ecision. Cela

s'appuie sur l'interpr�etation en terme d'anisotropie des bornes K1 et K2. K1 est la borne vers
laquelle Keq tend quand kyy � kxx et K2 est la borne vers laquelle Keq tend quand kyy � kxx.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.01 1 100

θ

ax
y

Fig. 5.5 : Fonction de base pour la prise en compte de l'anisotropie

En trois dimensions

En trois dimensions, le r�esultat analytique approch�e au deuxi�eme ordre en �2
ln k

a la même forme
que celui pr�esent�e en deux dimensions. Mais, aucune int�egration analytique n'a permis le calcul du
terme I3 analogue �a I2 qui apparâ�t alors. Seule une int�egration num�erique a �et�e r�ealis�ee. Toutefois,
Kruel-Romeu (1994) propose un raisonnement g�eom�etrique qui permet un calcul approch�e de I3.
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5.3 { Prise en compte de l'anisotropie

L'id�ee de base est que, comme en deux dimensions o�u la perm�eabilit�e �equivalente est situ�ee entre
deux pôles, en trois dimensions celle-ci serait situ�ee entre trois pôles. Ces trois pôles sont not�es
K

X̂
, K

Ŷ
et K

Ẑ
. Ils correspondent aux cas extrêmes suivant :

lim
axy!0;axz!0

Keq = K
X̂
; lim

axy!1
Keq = K

Ŷ
; lim

axz!1
Keq = K

Ẑ

Keq peut alors s'exprimer comme une composition de ces trois pôles �a l'aide d'exposants appro-
pri�es :

Keq = K
(1��y3��z3)

X̂
K

�y3

Ŷ
K�z3

Ẑ

P

0

1

θ y2

0 1θ z2

8

0 a x
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a x
z

8

(a) Syst�emes de coordonn�ees dans l'espace
des rapports d'anisotropie

K
X
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(b) Pôles de perm�eabilit�e �equivalente

K
X
^ K Z

^

K
Y
^

P

θ

θ

z2

y2

0

1

0

1

(c) Triangle, premier syst�eme de coor-
donn�ees
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(d) Triangle, second syst�eme de coor-
donn�ees

Fig. 5.6 : Raisonnement g�eom�etrique pour exprimer les puissances gouvernant la formule de Kruel-

Romeu

Pour trouver une expression de �y3 et �z3, consid�erons un point P dans l'espace des rapports
d'anisotropie. Ses coordonn�ees sont ax

y
et ax

z
dans le rep�ere cart�esien pr�esent�e sur les �gures 5.4 et
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Chapitre 5 { La renormalisation simpli��ee

5.6 (a). Le même point P peut �egalement être repr�esent�e dans un triangle �equilat�eral dont les trois
sommets correspondent aux trois pôles K

X̂
, K

Ŷ
et K

Ẑ
(�gure 5.6 b). Le sommet K

X̂
correspond

au point o�u ax
y
et ax

z
sont tous deux nuls, le sommet K

Ŷ
correspond au point o�u ax

y
est in�ni, et le

sommet K
Ẑ
correspond au point o�u ax

z
est in�ni. A chaque côt�e du triangle on fait correspondre

une �echelle, sur le côt�e K
X̂
K

Ŷ
on associe une �echelle o�u axy varie de 0 �a l'in�ni. De même une

�echelle en ax
z
est associ�ee au côt�e K

X̂
K

Ẑ
et une �echelle en ay

z
pourrait être associ�ee au dernier côt�e

(mais cela n'est pas n�ecessaire car ayz = axz=a
x
y). Par analogie avec le r�esultat en deux dimensions,

on peut faire le changement de coordonn�ees suivant :

�y2 =
arctan

p
ax
y

�=2
�z2 =

arctan
p
axz

�=2

Un troisi�eme mode de d�etermination de la position de P dans le triangle est de calculer les hauteurs
entre le point P et les bases du triangle en les normalisant de fa�con �a ce que la somme soit �egale
�a 1 (�gure 5.6 c). On peut passer d'un syst�eme de coordonn�ees �a l'autre grâce aux relations qui
suivent.

�y3 =
�y2(1� �z2)

1� �y2�z2
�z3 =

�z2(1� �y2)

1� �y2�z2

Ce dernier syst�eme de coordonn�ees donne les exposants recherch�es.

Finalement, comme le montre la �gure 5.6 (a), les pôles K
X̂
, K

Ŷ
et K

Ẑ
peuvent s'exprimer en

fonction de K1, K2, K3 et K4.

K
X̂
= K2 K

Ŷ
= K�z2

1
K1��z2

4
K

Ẑ
= K

�y2

1
K

1��y2

3

avec :

K1 = �x
h
(�y

a
(�z

a
)) = �x

h
(�z

a
(�y

a
))

K2 = �ya(�
z

a(�
x

h)) = �za(�
y

a(�
x

h))

K3 = �y
a
(�x

h
(�z

a
))

K4 = �za(�
x

h(�
y

a))

On obtient la formule de Kruel-Romeu :

Kxx

b = K
(�y2�z3+�z2�y3)

1
K

(1��y3��z3)

2
K

(1��y2)�z3

3
K

(1��z2)�y3

4

5.3.3 La nouvelle formule

Nous avons choisi de prendre � = �y3 + �z3. Cela revient �a faire l'hypoth�ese, discut�ee dans la
section 5.3.4, que :

K
Ŷ
' K

Ẑ
' cuumax

Apr�es quelques transformations alg�ebriques, l'exposant � est exprim�e en fonction des rapports
d'anisotropie auv et auw (�gure 5.7), et de la fonction de base d�enomm�ee f(t).

Kuu

b = cuu = (cuumax)
� � (cuumin)

1��

�(auv ; a
u

w) =
f(au

v
) + f(au

w
)� 2f(au

v
)f(au

w
)

1� f(au
v
)f(au

w
)

; u 6= v 6= w 2 fx; y; zg (5.6)

f(t) =
2

�
arctan

p
t; au

v
=

kvv

kuu

�
du

dv

�2

En deux dimensions, un seul rapport d'anisotropie intervient. L'expression de � est alors :

�(ay
x
) =

2

�
arctan

p
ax
y

(5.7)
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Fig. 5.7 : Allure de l'exposant � en fonction des rapports d'anisotropie.

5.3.4 Discussion

Kruel-Romeu fait la conjecture qu'en prenant les bornes de Cardwell et Parsons �a la place des
bornes de Wiener (�a et �h), qui apparaissent dans le r�esultat analytique (�equation 5.5), alors le
r�esultat doit s'am�eliorer. Nous faisons la conjecture que les valeurs cuumax et c

uu

min
, qui ont l'avantage

de pr�esenter un �ecart plus faible que les bornes de Cardwell et Parsons, pourraient donner encore
un meilleur r�esultat. Toutefois, ces deux valeurs ont l'inconv�enient de ne pas être des bornes
th�eoriques de la perm�eabilit�e �equivalente. On doit s'attendre �a ce qu'elles soient parfois d�epass�ees,
en particulier dans le cas d'anisotropie forte.

En trois dimensions, deux pôles seulement sont utilis�es, alors que Kruel-Romeu en emploie trois
(on pourrait même dire quatre : K1, K2, K3 et K4). Cela pr�esente l'avantage de simpli�er la
formulation. On peut noter qu'il serait ais�e de calculer it�erativement les �equivalents de K3 et K4,
mais cela repr�esenterait un coût de calcul suppl�ementaire que nous avons jug�e inutile, au moins
dans une premi�ere �etape. Nous faisons l'hypoth�ese que le resserrement des bornes est suÆsant
pour am�eliorer la pr�ecision.

5.3.5 Un premier test

Un essai num�erique pr�eliminaire a �et�e e�ectu�e sur un milieu log-normal tri-dimensionnel (�gure 5.8
a). La perm�eabilit�e de r�ef�erence, not�ee n, est calcul�ee en r�esolvant num�eriquement l'�equation de
la di�usivit�e, �a l'aide du logiciel aux �el�ements �nis TRIMULEC. Les �gures 5.8 (b), (c) et (d)
montrent le rapport entre les perm�eabilit�es estim�ees par trois techniques et le r�esultat num�erique.
Les trois techniques test�ees sont le r�esultat analytique (�equation 5.5), la m�ethode de Kruel-Romeu,
not�ee kr et la nouvelle technique, d�enomm�ee renormalisation simpli��ee et not�ee c.

On constate que, conform�ement �a la conjecture de Kruel-Romeu, l'utilisation des bornes de Card-
well et Parsons �a la place de �a et �h am�eliore sensiblement le r�esultat.

La comparaison de la renormalisation simpli��ee et de la formule de Kruel-Romeu montre que
les deux m�ethodes sont tr�es satisfaisantes. On constate, toutefois, que l'erreur semble être plus
importante avec kr pour les zones o�u les rapports d'anisotropie sont inf�erieurs �a 1 (�ecoulement
perpendiculaire aux strates cr�e�ees par les mailles aplaties, voir �gure 5.4). En revanche, dans la
zone o�u les deux rapports d'anisotropie sont grands, c semble moins pr�ecis.

On notera que, par rapport �a la �gure 5.14 de Kruel-Romeu (1994) (reproduite �gure 5.9), la �gure
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(c) M�ethode de Kruel-Romeu
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(d) Renormalisation simpli��ee

Fig. 5.8 : �Evolution des rapports perm�eabilit�e estim�ee par une m�ethode rapide (s, kr ou c) sur

perm�eabilit�e calcul�ee par la m�ethode num�erique (n), en fonction des rapports d'anisotropie. Milieu

log-normal, 8� 8� 8, �ln k = 0, �2

ln k = 4.

5.8 (c) montre des erreurs plus grandes. Il ne faut pas s'en �etonner car le d�eveloppement analytique
sur lequel est bas�ee la formule est r�ealis�e pour un sch�ema di��erence �nie. La comparaison pr�esent�ee
par Kruel-Romeu (1994) est e�ectu�ee en prenant comme perm�eabilit�e de r�ef�erence une perm�eabilit�e
calcul�ee par di��erence �nie, alors que nous avons calcul�e la perm�eabilit�e de r�ef�erence avec une
m�ethode de type �el�ements �nis. Cela pose le probl�eme de la signi�cation de la perm�eabilit�e de
r�ef�erence et des erreurs li�ees �a l'emploi des m�ethodes num�eriques. Ce probl�eme est abord�e dans le
chapitre suivant.
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Fig. 5.9 : R�esultat de la m�ethode de Kruel-Romeu, Milieu log-normal, 6 � 6 � 6, �2

ln k = 4, d'apr�es

Kruel-Romeu 1994, �gure 5.14, p.130.

5.4 Conclusion

 Une nouvelle formule, de type heuristique est propos�ee (�equation 5.6). Elle se base sur un calcul
it�eratif de deux valeurs extrêmes (Le Loc'h 1987) et un d�eveloppement analytique approch�e pour les
milieux log-normaux de faible variance (Kruel-Romeu 1994) que nous avons adapt�e en employant
les valeurs limites calcul�ees pr�ec�edemment.

Plusieurs am�eliorations ont �et�e envisag�ees mais n'ont pas �et�e retenues pour l'instant, car elles
augmenteraient les temps de calcul :

1. le calcul it�eratif des valeurs interm�ediaires, homologues �a K3 et K4, et l'application directe
de la formule de Kruel-Romeu (1994).

2. le calcul it�eratif avec des perm�eabilit�es locales tensorielles ne semble pas poser de probl�eme,
mais il resterait alors �a �etablir la formule permettant de composer correctement les termes
non-diagonaux.
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Chapitre 6

Calcul de la perm�eabilit�e de r�ef�erence
�Etude du biais

Pour �evaluer la �abilit�e de techniques rapides, une approche consiste �a comparer leurs

r�esultats �a la perm�eabilit�e de r�ef�erence. La pr�esentation de la m�ethode de calcul de la

perm�eabilit�e de r�ef�erence fait l'objet du pr�esent chapitre. Son utilisation pour comparer

les techniques rapides fait l'objet du chapitre 7.

La terminologie de perm�eabilit�e de r�ef�erence a �et�e introduite pour indiquer qu'il ne s'agit
pas d'une perm�eabilit�e vraie ou exacte. En e�et, pour un milieu h�et�erog�ene quelconque,

il n'existe pas de solution analytique permettant le calcul de la perm�eabilit�e �equivalente

vraie. Il est donc n�ecessaire d'utiliser des techniques num�eriques. Or, les m�ethodes

num�eriques donnent un r�esultat approch�e. L'�ecart entre la perm�eabilit�e vraie du milieu

et la perm�eabilit�e de r�ef�erence calcul�ee par la m�ethode num�erique peut être important

et risque de fausser les r�esultats de la comparaison. Ce probl�eme, soulign�e par Le Loc'h

(1987), puis clairement mis en �evidence par Lachassagne (1989), a �et�e �etudi�e en d�etail

sur des milieux dont la perm�eabilit�e th�eorique exacte est connue (milieux log-normaux

et damiers bidimensionnels) (Kruel-Romeu 1994). Des solutions pour minimiser le biais

ont �et�e propos�ees dans le cas o�u la m�ethode num�erique employ�ee est du type r�esolution

de l'�equation de la di�usivit�e par une technique aux di��erences �nies (Kruel-Romeu and

N�tinger 1995; Roth et al. 1997).

Dans ce chapitre, apr�es avoir pr�esent�e comment nous calculons la perm�eabilit�e de

r�ef�erence (x 6.1 et 6.2), nous �evaluons l'importance du biais avec la m�ethode des �el�ements

�nis et des di��erences �nies sur un damier bidimensionnel (x 6.3) et sur des milieux na-

turels (x 6.4 et 6.5). Cela nous am�ene �a discuter l'id�ee selon laquelle il est n�ecessaire de

surdiscr�etiser le maillage pour am�eliorer la pr�ecision de l'estimation de la perm�eabilit�e.
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6.1 Technique de calcul de la perm�eabilit�e de r�ef�erence

L'objectif de ce chapitre �etant d'�etudier le probl�eme du biais, nous utilisons pour calculer la
perm�eabilit�e de r�ef�erence une technique qui suppose que l'on soit dans les axes principaux d'aniso-
tropie du milieu. La technique consiste �a r�esoudre l'�equation de la di�usivit�e sous des conditions
aux limites de type perm�eam�etre �a l'aide d'une m�ethode num�erique. Ce calcul permet d'obte-
nir le ux total traversant le milieu (Q). On suppose alors que la loi de Darcy est valide �a
l'�echelle m�egascopique et connaissant le gradient de charge impos�e par les conditions aux limites,
on d�etermine la perm�eabilit�e �equivalente par l'�equation suivante :

Kb =
Q

�H

L

S
(6.1)

avec �H = la di��erence de charge hydraulique, L = la distance entre les deux faces et S la surface
perpendiculaire �a l'�ecoulement.

x

y
h=h1 h=h2Qx

h=h1

h=h2

Qy

Fig. 6.1 : Exemple en deux dimensions des conditions aux limites utilis�ees pour d�eterminer Kxx

b et

K
yy

b
.

En utilisant cette approche, on d�etermine en trois dimensions la perm�eabilit�e dans chacune des
directions principales (Kxx

b
;K

yy

b
et Kzz

b
) en tournant les conditions aux limites et en appliquant

pour chacune la m�ethode d�ecrite ci-dessus (�gure 6.1).

6.2 Logiciels utilis�es

Pour �evaluer l'e�et de la m�ethode num�erique sur le biais, nous avons utilis�e : les �el�ements �nis
et les di��erences �nies1. Cela nous a conduit �a utiliser trois logiciels. Parmi ceux-ci, deux sont
particuli�erement adapt�es �a la r�esolution de probl�emes contenant un grand nombre d'inconnues :
HIGHDEN et TRIMULEC2. Le troisi�eme est un programme de mod�elisation hydrog�eologique aux
di��erences �nies : NEWSAM.

Nous pr�esentons succinctement ci-dessous ces trois logiciels. Celui qui a �et�e le plus intens�ement
utilis�e est TRIMULEC, il fait l'objet d'une description plus compl�ete dans l'annexe E.

1Une pr�esentation de ces techniques sort du cadre de cette th�ese, nous renvoyons donc le lecteur aux ouvrages de
Wang and Anderson (1982), Huyakorn and Pinder (1983) ou Marsily (1986) pour une pr�esentation de ces m�ethodes
dans un contexte hydrog�eologique et �a Dhatt and Touzot (1984) pour un expos�e complet sur la m�ethode des
�el�ements �nis.

2Ils permettent la r�esolution d'un probl�eme contenant un million de mailles en moins d'une heure sur une station
de travail de type Sparc 10 (la vitesse de convergence d�epend du probl�eme).
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6.2.1 HIGHDEN

Les calculs e�ectu�es avec HIGHDEN ont �et�e r�ealis�e par David J. K. GriÆn �a l'Universit�e de
Newcastle (Water Resource System Research Unit) o�u le logiciel est d�evelopp�e. HIGHDEN utilise
un formalisme aux di��erences �nies avec un sch�ema centr�e. Les perm�eabilit�es de passage entre les
blocs sont calcul�ees par la moyenne g�eom�etrique des perm�eabilit�es des deux blocs. Le logiciel est
optimis�e pour traiter des probl�emes de grandes tailles. En particulier, il utilise un algorithme de
gradient pr�e-conjugu�e et une attention particuli�ere a �et�e donn�ee au stockage des informations.

6.2.2 NEWSAM

NEWSAM a �et�e utilis�e uniquement pour l'�etude du biais num�erique. C'est un logiciel d�evelopp�e
au Centre d'Informatique G�eologique (Ledoux 1975; Levassor and Ledoux 1994). Il est bas�e sur un
formalisme aux di��erences �nies avec un sch�ema centr�e. Le calcul de la perm�eabilit�e de passage
utilise la moyenne harmonique, mais il est possible d'utiliser d'autres moyennes si l'utilisateur le
d�esire.

6.2.3 TRIMULEC

Le logiciel TRIMULEC est d�evelopp�e au Centre d'Informatique G�eologique (Goblet 1990; Go-
blet 1992). C'est un programme aux �el�ements �nis qui permet la simulation num�erique des
�ecoulements dans des maillages r�eguliers avec des mailles parall�el�epip�edique. Il utilise une tech-
nique de r�esolution multi-grille qui le rend particuli�erement bien adapt�e au traitement des grilles
contenant un grand nombre de mailles.

6.3 �Etude du biais pour un damier 2D

Les calculs e�ectu�es sur le damier permettent de mettre en �evidence le biais des m�ethodes num�eriques.

K = 500

K = 50
(a) (b)

Fig. 6.2 : Exemple de raÆnement dans le cas du damier : (a) grille initiale ; (b) grille apr�es quatre

raÆnement successifs.

La perm�eabilit�e d'un damier 2D (�gure 6.2 a) est calcul�ee par �el�ements �nis et di��erences �nies.
Si l'on �etudie l'�evolution de la perm�eabilit�e en fonction du raÆnement de la grille (�gure 6.2 b et
6.3), on observe que la di��erence entre le r�esultat par �el�ements �nis et di��erences �nies d�ecrô�t
avec le niveau de raÆnement.

Pour un damier in�ni 2D, la perm�eabilit�e e�ective est la moyenne g�eom�etrique des perm�eabilit�es
locales (Matheron 1967). Dans notre cas, la perm�eabilit�e th�eorique est inconnue parce que le milieu
est de taille �nie, mais nous pensons qu'elle doit être proche de la moyenne g�eom�etrique.
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Fig. 6.3 : �Evolution de la perm�eabilit�e �equivalente calcul�ee par �el�ements �nis avec TRIMULEC et

di��erences �nies avec utilisation de la moyenne harmonique (d'apr�es Kruel-Romeu, 1994) en fonction

du niveau de raÆnement.

On observe, comme Lachassagne (1989) pour les milieux log-normaux, que la m�ethode des �el�ements
�nis semble surestimer la perm�eabilit�e �equivalente alors que les di��erences �nies, avec une trans-
missivit�e de passage calcul�ee par une moyenne harmonique, la sous-estiment. L'�ecart diminue avec
le niveau de raÆnement du maillage.

6.4 Exp�erience de Henriette et al.

Les tests r�ealis�es sur les donn�ees de Henriette et al. (1989) permettent d'�evaluer le biais des
m�ethodes num�eriques pour un exemple de milieu r�eel.

Cette exp�erience a �et�e men�e �a l'IFP par Henriette et al. (1989). Deux �echantillons, l'un de gr�es
(�gure 6.4 a), l'autre de calcaire, sont utilis�es. Chaque �echantillon a une taille de 50cm � 50cm
� 15cm. La direction la plus longue correspond �a l'axe dit des z. L'exp�erience comprend trois
�etapes (�gure 6.4 b). Tout d'abord, la perm�eabilit�e de l'�echantillon est mesur�ee suivant l'axe z.
L'�echantillon est ensuite coup�e en trois blocs et la perm�eabilit�e selon z des trois blocs est mesur�ee.
En�n, chaque blocs est divis�e en cent �echantillons cylindriques (plugs) et leur perm�eabilit�e suivant
z est mesur�ee. Les perm�eabilit�es mesur�es sur les plugs montrent une variabilit�e importante.

En utilisant les perm�eabilit�es mesur�ees sur les plugs pour reconstituer l'�echantillon complet,
nous avons calcul�e les perm�eabilit�es �equivalentes �a grande �echelle des deux �echantillons. Ces
perm�eabilit�es sont donn�ees dans le tableau 6.1 en fonction du niveau de raÆnement du maillage.
Les r�esultats sont corrects, les ordres de grandeur des perm�eabilit�es �equivalentes sont respect�es.
L'e�et du raÆnement est toujours le même : pour les �el�ements �nis la perm�eabilit�e calcul�ee d�ecrô�t
avec le raÆnement, pour les di��erences �nies elle augmente avec le raÆnement, et Kdf < Kef .

En g�en�eral, ce comportement permet une meilleure estimation de la perm�eabilit�e �equivalente
lorsque le maillage est raÆn�e, mais ce n'est pas le cas pour l'�echantillon de gr�es avec le calcul en
�el�ements �nis. De plus, dans ce cas la valeur de r�ef�erence n'est pas comprise entre le r�esultat en
�el�ements �nis et en di��erences �nies, contrairement �a l'�echantillon de calcaire et aux observations
de Lachassagne, Ledoux, and Marsily (1990) ou de la section pr�ec�edente. Revenons �a la proc�edure

106



6.5 { Marceau

(a) L'�echantillon de gr�es

500 150

150

150 150

150a

b

c

z

x

y
25.430

(b) Proc�edure exp�erimentale

Fig. 6.4 : Exp�erience de Henriette et al. (1989) : (a) Un des �echantillons utilis�es ; (b) Proc�edure

exp�erimentale : a �echantillon initial ; b division en trois blocs ; c division de chaque bloc en 100

\plugs".

exp�erimentale. Quand les plugs sont extraits de l'�echantillon, il y a perte de mati�ere3 et pour
l'�echantillon de gr�es, de nombreux plugs (13) ont �et�e d�etruit. En revanche pour l'�echantillon
de calcaire, il n'y a pas eu d'�echantillon d�etruit. Ainsi, l'incertitude due au plugs d�etruits pour
l'�echantillon de gr�es est l'explication la plus vraisemblable du comportement \anormal" observ�e.

Cette exp�erience nous am�ene �a remarquer que,

Niveau de raÆnement 0 1 2
Calcaire Kef 36.4 35.5 35.2
Kref ' 35 Kdf 25.2 27.4 29.4
Gr�es Kef 189.4 188.9 188.7
Kref ' 210 Kdf 180.6 182.6 184.5

Tab. 6.1 : Comparaison entre les perm�eabilit�es me-

sur�ees et calcul�ees par �el�ements �nis avec TRIMU-

LEC (Kef ) ou par di��erence �nies avec NEWSAM

en utilisant une moyenne de passage de type har-

monique (Kdf ), pour di��erents niveaux de raÆne-

ments.

�a toutes les �echelles observ�ees, les �echantillons
pr�esentent une variabilit�e importante des va-
leurs de perm�eabilit�e. On peut imaginer que
si l'on continuait �a d�ecouper les plugs et s'il
�etait possible d'e�ectuer des mesures �a cette
�echelle, alors on observerait encore des va-
riations de perm�eabilit�e. Cela signi�e que les
perm�eabilit�es des plugs sont d�ej�a des perm�ea-
bilit�es �equivalentes.

Lorsque l'on surdiscr�etise le maillage constitu�e
par les perm�eabilit�es de plugs, on am�eliore la
solution num�erique uniquement par rapport �a

ce que devrait être la solution sur un milieu constitu�e de la juxtaposition de bloc de perm�eabilit�es
homog�enes. Se rapproche-t-on de la solution pour le milieu r�eel ou s'en �eloigne-t-on?
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Fig. 6.5 : Marceau : le dispositif exp�erimental (d'apr�es Ruch, 1992)

6.5 Marceau

6.5.1 Le dispositif exp�erimental

\Marceau" est un dispositif qui permet l'�etude en laboratoire d'un milieu poreux h�et�erog�ene. Sa
mise au point a �et�e r�ealis�ee �a l'Institut de M�ecanique des Fluides de Strasbourg (Ruch 1992).
Le dispositif consiste en une cuve de 5,6�1�0.95 m3 remplie de trois sables de porosit�e et de
perm�eabilit�e di��erentes (tableau 6.2). La disposition des sables dans la cuve n'est pas al�eatoire,
les zones de forte perm�eabilit�e sont structur�ees et forment plus ou moins un chenal reliant les faces
d'entr�ee et de sortie du milieu selon un plan pr�e�etabli (�gure 6.6). Le remplissage de la cuve est
e�ectu�e couche par couche. Pour chaque couche une grille en PVC permet de r�ealiser des blocs de
dimension 0.4�0.1�0.1 m3 qui sont remplis suivant le plan pr�e�etabli. Le r�esultat obtenu est un
milieu h�et�erog�ene tridimensionnel dont les propri�et�es locales sont connues.

Ce dispositif est ensuite utilis�e pour �etudier le transport d'un traceur. Les r�esultats de laboratoire
servent de r�ef�erence pour des mod�eles num�eriques de transport. (Ruch 1992; Semra 1994). Nous
ne nous int�eresserons ici qu'au probl�eme de l'�ecoulement.

Sable 1 Sable 2 Sable 3
perm�eabilit�e moyenne (cm/min) 75 60 5.4
variation maximale (cm/min) 6 5 0.75

Tab. 6.2 : Perm�eabilit�es des trois sables utilis�es (d'apr�es Semra, 1994).

6.5.2 Mesure de la perm�eabilit�e �a grande �echelle

Donn�ees

Les donn�ees dont nous disposions pour d�eterminer la perm�eabilit�e �a grande �echelle de Marceau
nous ont �et�e fournit par P. Ackerer (Octobre 1994). Il s'agit des r�esultats d'une s�erie d'exp�eriences

3Henriette et al. (1989) �evaluent la perte totale �a environ 20 % de l'�echantillon initial.
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(a) couche 1 (b) couche 2

(c) couche 3 (d) couche 4

(e) couche 5 (f) couche 6

(g) couche 7 (h) couche 8

Sable 1 Sable 2 Sable 3

(i) l�egende

Fig. 6.6 : Structure de Marceau (d'apr�es Semra, 1994)
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donnant le d�ebit Q traversant le dispositif pour plusieurs di��erences de charge �H impos�ees (voir
tableau 6.3).

�H (cm) 1.04 2.44 5.44 9.64 11.54
Q (l/min) 0.85 1.8 3.69 6.64 7.78

Tab. 6.3 : Mesures de perm�eabilit�e �a grande �echelle : donn�ees brutes fournit par Ackerer (1994)

Pour �evaluer l'incertitude sur la perm�eabilit�e globale, nous avons calcul�e les erreurs de mesures
sur la vitesse de Darcy U et sur le gradient de charge J .

Incertitude sur U

Le d�ebit Q est donn�e par la variation de niveau d'eau dans un bac situ�e �a la sortie de Marceau,
que multiplie la section S du bac et que divise l'intervalle de temps correspondant �a la mesure.

Q =
H2 �H1

t2 � t1
S

L'incertitude sur Q a �et�e �evalu�ee par Ruch (p. 45, 1992). Nous reprenons ici son r�esultat :

�Q

Q
� 2�H

H
+

�t

t
+

�S

S
�
�
1

30
+

2

90
+

2

360

�
(6.2)

La vitesse de Darcy U �etant �egale au d�ebit Q divis�e par la section A = L1 � L2 du milieu poreux
travers�e, on a :

U =
Q

A
) �U

U
=

�Q

Q
+

�A

A
=

�Q

Q
+

�L1

L1

+
�L2

L2

(6.3)

Finalement, en reprenant les valeurs fournit par Ruch, l'erreur absolue sur U est donn�ee par :

�U � U �
�
�Q

Q
+

�L1

L1

+
�L2

L2

�
(6.4)

�U � U

�
1
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+

2

90
+

2

360
+

1

1000
+

1

800

�
� 0:064 � U (6.5)

Incertitude sur J

H2 et H1 repr�esentent les charges hydrauliques mesur�ees en entr�ee et sortie de Marceau et L la
longueur de la cuve.

J =
H2 �H1

L
) �J

J
=

�(H2 �H1)

H2 �H1

+
�L

L
(6.6)

L'erreur absolue peut s'exprimer ainsi :

�J =
2�H

L
+ J � �L

L
=

2

5600
+ J � 1

5600
� 3:56 � 10�4 + 1:8 � 10�4J (6.7)
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J U (cm/min) �J �U (cm/min)
1.86�10�3 1.06�10�1 3.56�10�4 6.80�10�3
4.36�10�3 2.25�10�1 3.57�10�4 1.44�10�2
9.71�10�3 4.61�10�1 3.58�10�4 2.95�10�2
1.72�10�2 8.30�10�1 3.59�10�4 5.31�10�2
2.06�10�2 9.73�10�1 3.60�10�4 6.22�10�2

Tab. 6.4 : Gradients hydrauliques (J), vitesses de Darcy (U) et incertitudes utilis�es pour la

d�etermination de la perm�eabilit�e �equivalente

Calcul de la perm�eabilit�e

La r�egression lin�eaire sur les points de mesure (tableau 6.4) en imposant �a la droite de passer par
l'origine donne une perm�eabilit�e de 47.7 cm/min. L'utilisation graphique (�gure 6.7) des calculs
d'incertitude pr�esent�es pr�ec�edemment permet de plus de donner l'encadrement suivant :

44:9(cm=min) � Keq ' 47:7(cm=min) � 51:1(cm=min) (6.8)

0
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U = 44.9 J
U = 47.7 J
U = 51.1 J

Fig. 6.7 : D�etermination de la perm�eabilit�e �equivalente de Marceau, r�egression lin�eaire et fourchette

d'incertitude

6.5.3 Bornes th�eoriques

A titre indicatif, les bornes th�eoriques que sont la moyenne arithm�etique et harmonique des
perm�eabilit�es locales donnent une fourchette assez large :

18:4(cm=min) � Keq � 52:9(cm=min) (6.9)

Le calcul des bornes de Cardwell and Parsons (1945) permet de r�eduire cet intervalle (en particulier
la valeur minimale) :

29:2(cm=min) � Keq � 51:7(cm=min) (6.10)

Ces calculs nous montrent les ordres de grandeur possibles pour la perm�eabilit�e �equivalente. Le
premier calcul (moyenne arithm�etique et harmonique) ne prend pas du tout en compte la structure
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du milieu, ce qui explique l'intervalle assez large. Le second calcul prend en compte la structure
approximativement, cela permet de r�eduire l'incertitude.

6.5.4 Test \d�eterministe" des m�ethodes num�eriques

A partir des perm�eabilit�es locales connues, nous avons calcul�e la perm�eabilit�e �a grande �echelle
avec : TRIMULEC et NEWSAM. Les calculs ont �et�e r�ealis�es tout d'abord avec une maille de
simulateur num�erique par bloc contenant un type de sable. Le maillage num�erique comprend alors
14� 10� 8 mailles. Le maillage est ensuite surdiscr�etis�e d'un facteur deux (28� 20� 16 mailles),
puis d'un facteur quatre (56� 40� 32 mailles). Les r�esultats sont pr�esent�es dans le tableau 6.5.

On remarque que, bien �evidemment, le r�esultat �evolue en fonction de la surdiscr�etisation, mais
toutes les valeurs obtenues sont dans la fourchette d'incertitude donn�ee par le calcul d'erreur.
Cela nous permet d'aÆrmer que tous ces r�esultats, même s'ils semblent di��erents, sont �egalement
corrects. Cette exp�erience ne permet pas de justi�er l'id�ee qu'il faut surdiscr�etiser le maillage pour
obtenir une meilleure estimation de la perm�eabilit�e �equivalente.

Surdiscr�etisation 0 2 4
Kef 50.9 50.5 50.3
Kdf 45.0 47.9 49.4

Tab. 6.5 : Perm�eabilit�es �equivalentes de Marceau calcul�ees par �el�ements �nis (Kef ) et di��erences

�nies (Kdf ) en fonction de la surdiscr�etisation du maillage.

6.5.5 Test \stochastique"

Pour �evaluer l'impact de l'incertitude concernant les perm�eabilit�es locales sur la perm�eabilit�e �a
grande �echelle, nous avons r�ealis�e des simulations de Monte-Carlo.

Nous avons envisag�e quatre hypoth�eses. Pour chacune, nous avons engendr�e des milieux al�eatoires,
v�eri�ant les hypoth�eses ; pour chaque milieu, une perm�eabilit�e �equivalente est calcul�ee par la
m�ethode num�erique, on arrête les tirages au lorsque la moyenne et la variance des perm�eabilit�es
�equivalentes calcul�ees sont stables (�gure 6.8). On obtient ainsi, pour chaque hypoth�ese, une loi
de probabilit�e de la perm�eabilit�e �a grande �echelle.
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Fig. 6.8 : �Evolution de la moyenne et de la variance en fonction du nombre de simulations (hy-

poth�ese 1). Ces graphes montrent que l'on aurait put arrêter les calculs au bout de 1000 �a 1500

simulations.
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(b) hypoth�ese 1
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(d) hypoth�ese 3

(e) hypoth�ese 4

Fig. 6.9 : Exemples de milieux al�eatoires repr�esentant Marceau.

Les hypoth�eses envisag�ees sont les suivantes.

1. Hypoth�ese 1 La r�epartition des sables, suivant la carte pr�esent�ee dans la �gure 6.6, est
respect�ee. Le maillage num�erique est identique au maillage physique (14� 10� 8 mailles).

On suppose que la loi de probabilit�e des perm�eabilit�es locales est uniforme dans les intervalles
donn�ees dans le tableau 6.2.

On tire une valeur au hasard4, ind�ependamment et maille par maille dans les intervalles
4Pour cela, nous avons utilis�e la fonctionran2 (algorithme de L'Ecuyer) tel qu'il est programm�e dans l'ouvrage
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correspondants au type de sable pour la maille consid�er�ee (voir �gure 6.9 (b)).

2. Hypoth�ese 2 Comme dans l'hypoth�ese 1, la r�epartition des sables est respect�ee, mais le
maillage num�erique est surdiscr�etis�e par rapport au maillage physique (28�20�16 mailles).

On suppose, �a nouveau, que la loi de probabilit�e des perm�eabilit�es locales est uniforme et
on associe �a chaque maille (num�erique) une valeur de perm�eabilit�e tir�ee dans l'intervalle
ad�equat (voir �gure 6.9 (c)).

3. Hypoth�ese 3 On ne respecte pas la r�epartition spatiale, seule la proportion globale des
di��erents sables est conserv�ee (voir �gure 6.9 (d)). Le maillage num�erique est de 14� 10� 8
mailles.

Le proc�ed�e utilis�e est le suivant : on engendre des valeurs al�eatoires ind�ependantes dans
chaque maille suivant une loi uniforme. Pour d�eterminer �a quel type de sable appartient la
maille, on �xe deux valeurs de coupures. Cela d�e�nit trois intervalles ; par exemple, si la
valeur tir�ee au sort est inf�erieure �a la premi�ere coupure, alors le sable est de type 1. Une
foi le type de sable d�etermin�e, la perm�eabilit�e est tir�ee dans l'intervalle correspondant. On
notera que les valeurs de coupures sont d�etermin�ees pour chaque nouveau milieu engendr�e,
a�n que les proportions des trois sables dans le milieu soit respect�ees.

4. Hypoth�ese 4 On ne respecte ni la structure spatiale, ni la proportion relative des trois sables.
On fait ainsi varier la proportion de milieu peu perm�eable de 27% �a 40% (voir �gure 6.9 (e)).
Le maillage num�erique est de 14� 10� 8 mailles. La proc�edure employ�ee pour engendrer les
milieux est identique �a celle pr�esent�ee dans l'hypoth�ese 3.
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Fig. 6.10 : (a) Fonction densit�e de probabilit�e de type uniforme pour les perm�eabilit�es locales, et (a) et

(b) densit�e de probabilit�e pour la perm�eabilit�e �equivalente obtenue par m�ethode de type Monte-Carlo

pour les hypoth�eses 1, 2 et 3.

Le principal r�esultat de cette exp�erience num�erique est que l'e�et de l'incertitude sur la connais-
sance des perm�eabilit�es locales est extrêmement faible : les variances obtenues sous les trois
premi�eres hypoth�eses sont tr�es petites compar�ees �a la plage de variation des perm�eabilit�es lo-
cales (tableau 6.6 et �gure 6.10 (a)).

Les r�esultats concernant la troisi�eme hypoth�ese montrent que la structure de Marceau n'est pas
le facteur pr�epond�erant d�eterminant la perm�eabilit�e �equivalente, puisque même si l'on d�etruit la
structure, on garde le même ordre de grandeur de la perm�eabilit�e �equivalente.

de Press et al. (1992).
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Hypoth�ese Nombre simulations Esp�erance Variance
1 3000 50.93 0.007
2 1278 50.67 0.0009
3 3000 50.73 0.023
4 900 42 0.04

Tab. 6.6 : Esp�erance et variance de la perm�eabilit�e �equivalente selon les hypoth�eses envisag�ees.

La quatri�eme hypoth�ese montre, en revanche, que si l'on modi�e la proportion de milieu peu
perm�eable alors la perm�eabilit�e �a grande �echelle est consid�erablement modi��ee. Ce serait donc la
proportion de milieu peu perm�eable par rapport au milieu plus perm�eable qui serait le facteur clef
r�egissant la perm�eabilit�e �a grande �echelle de Marceau et non sa structure spatiale. On notera que
la structure de Marceau n'est pas al�eatoire, elle a �et�e �etablie de fa�con �a pr�esenter un chenal de forte
perm�eabilit�e. On peut imaginer que cette structure devient le facteur clef �a partir du moment o�u
les contrastes de perm�eabilit�e ou la proportion de milieu peu perm�eable sont suÆsamment �elev�es
pour que le champ de vitesse pr�esente une d�ependance forte vis-�a-vis de la structure spatiale.

De plus, on observe que la distribution des perm�eabilit�es �equivalentes semble suivre une r�epartition
normale (�gure 6.10 (b)) presque parfaite. Sans que l'on dispose d'une d�emonstration math�ematique
rigoureuse { qui n'est certainement pas simple { il est tr�es probable que ce ph�enom�ene d�ecoule du
th�eor�eme central limite.

6.6 Conclusion

Le probl�eme du biais des m�ethodes num�eriques a �et�e �etudi�e par comparaison de leurs r�esultats
avec un cas th�eorique (le damier 2D) et avec deux exp�eriences de laboratoire sur des mat�eriaux
r�eels : l'une r�ealis�ee par Henriette, Jacquin, and Adler (1989) et l'autre par Ruch (1992). On notera
que l'exp�erience de Henriette et al. avait d�ej�a �et�e utilis�ee pour servir de valeur de r�ef�erence pour
comparer des m�ethodes rapides par N�tinger and Jacquin (1991) mais n'avait pas �etait utilis�ee
pour �evaluer l'e�et de la surdiscr�etisation lors de l'emploi des m�ethodes num�eriques.

Les observations e�ectu�ees sont concordantes avec les travaux de Lachassagne (1989), Kruel-
Romeu (1994) et Roth (1995). On constate que la m�ethode des di��erences �nies avec une transmis-
sivit�e de passage calcul�ee par moyenne harmonique tend �a sous-estimer la perm�eabilit�e �equivalente,
et que la m�ethode des �el�ements �nis tend �a la sur-estimer. La surdiscr�etisation du maillage r�eduit
l'�ecart entre les valeurs estim�ees par les deux techniques.

Dans les cas �etudi�es o�u le contraste de perm�eabilit�e maximal est d'environ un ordre de gran-
deur, la pr�ecision obtenue avec les m�ethodes num�eriques est suÆsante pour permettre le calcul
de la perm�eabilit�e �equivalente sans erreur grossi�ere. Dans ce cas, la surdiscr�etisation du maillage
n'apporte pas de gain en pr�ecision justi�ant le sur-coût informatique.

 A partir de l'exp�erience de Henriette, Jacquin, and Adler (1989), nous avons soulign�e que les
milieux naturels, que l'on d�ecrit comme la juxtaposition de blocs de perm�eabilit�e homog�ene, ne sont
pas constitu�es de tels blocs homog�enes, mais plutôt de blocs ayant une perm�eabilit�e �equivalente
correspondant d�ej�a �a une moyenne masquant une h�et�erog�en�eit�e �a une �echelle plus �ne. Cette id�ee
a �et�e �evoqu�ee par Kruel-Romeu and N�tinger (1995). Il nous semble qu'elle pose un probl�eme
important. Lorsque l'on surdiscr�etise le maillage num�erique par rapport �a la description physique
du milieu, on am�eliore la solution num�erique par rapport �a ce que devrait être la solution sur
un milieu constitu�e de la juxtaposition de blocs de perm�eabilit�es homog�enes. Le milieu n'est
vraisemblablement pas constitu�e de la sorte. Dans ces conditions, la solution obtenue sur un milieu
surdiscr�etis�e est-elle meilleure que celle obtenue sur le milieu non surdiscr�etis�e? Les exp�eriences
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num�eriques r�ealis�es �a partir des donn�ees de laboratoire ne permettent malheureusement pas de
conclure.

 En conclusion de ce chapitre, il faut insister sur le fait que nous n'avons pas de solution pour
estimer de fa�con g�en�erale le biais dû �a l'emploi de m�ethode num�erique. La seule chose que nous
sommes en mesure de faire est d'insister sur l'existence de ce biais �eventuel et de garder �a l'esprit,
lors de l'utilisation de ces valeurs que ce sont des perm�eabilit�es de r�ef�erence et non des perm�eabilit�e
vraies du milieu h�et�erog�ene.
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Chapitre 7

Comparaison des m�ethodes rapides

Nous comparons, dans ce chapitre, la nouvelle m�ethode rapide, d�evelopp�ee dans le cha-

pitre 5, �a la m�ethode de r�ef�erence, pr�esent�ee dans le chapitre 6, et �a plusieurs m�ethodes

rapides de la litt�erature qui ont �et�e d�ecrites dans le chapitre 3.

Deux informations nous int�eressent plus particuli�erement : le temps calcul de chaque

m�ethode rapide et leur niveau de �abilit�e, c'est-�a-dire l'�evolution de leur pr�ecision respec-

tive pour des milieux ayant des caract�eristiques di��erentes. Pour r�epondre �a ces objectifs,

nous avons r�ealis�e une s�erie d'exp�eriences num�eriques sur des milieux synth�etiques.

La s�election des m�ethodes rapides test�ees (x 7.1), la construction des milieux synth�etiques

(x 7.2) et le calcul des perm�eabilit�es de r�ef�erence (x 7.3) sont pr�esent�es dans la premi�ere

partie de ce chapitre. Nous comparons ensuite (x 7.4) les temps de calcul des di��erentes

techniques, ce qui nous permet de montrer que la renormalisation simpli��ee est au moins

deux cent fois plus rapide que la r�esolution num�erique de l'�equation de la di�usivit�e.

Puis, apr�es avoir d�e�ni les crit�eres permettant d'�evaluer la pr�ecision de chaque m�ethode

(x 7.5), les r�esultats de la comparaison (x 7.6) montrent que, parmi toutes les techniques

test�ees, la renormalisation simpli��ee et la renormalisation tensorielle sont les deux tech-

niques les plus �ables.
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7.1 S�election des m�ethodes rapides

Nous avons centr�e notre comparaison sur des m�ethodes d�eterministes et heuristiques. Parmi toutes
les m�ethodes rapides pr�esent�ees dans le chapitre 3, nous avons s�electionn�e les m�ethodes les plus
communes et les plus g�en�erales. Ainsi, nous n'avons pas utilis�e les m�ethodes dites d'approximation
(techniques des tubes de courant, th�eorie des milieux e�ectifs, m�ethode des perturbations et th�eorie
de la percolation) car leurs domaines d'application sont tr�es limit�es (voir section 3.8.5, page 57).
Le tableau 7.1 donne la liste des techniques s�electionn�ees.

Nom de la m�ethode Symbole
Moyenne arithm�etique �a
Moyenne g�eom�etrique �g
Moyenne harmonique �h
Moyenne de puissance 1=2 �1=2
Moyenne de puissance 1=3 �1=3
Borne maximum de Cardwell et Parsons k1
Borne minimum de Cardwell et Parsons k2
Valeur interm�ediaire de Cardwell et Parsons k3
Valeur interm�ediaire de Cardwell et Parsons k4
Formule de Kruel-Romeu kr
Renormalisation simpli��ee, borne sup�erieure cmax

Renormalisation simpli��ee, borne inf�erieure cmin

Renormalisation simpli��ee, moyenne g�eom�etrique cgeo
Renormalisation simpli��ee, nouvelle formule c

Renormalisation standard rs
Renormalisation tensorielle rt

Tab. 7.1 : Liste des m�ethodes rapides �etudi�ees

Tous les estimateurs : �a, �g, �h, �1=2, �1=3 sont appel�es estimateurs alg�ebriques. Les valeurs k1,
k2, k3, k4, cmax et cmin sont des valeurs interm�ediaires car elles interviennent dans des formules
pour d�eterminer la perm�eabilit�e �equivalente mais ne sont pas utilis�ees pour l'estimer directement.
Les estimateurs r�eellement test�es sont donc : les moyennes alg�ebriques, la formule de Kruel-Romeu
kr, les renormalisations standard rs, tensorielle rt et simpli��ee c.

7.2 Champs de perm�eabilit�e synth�etiques

Certes nous disposons de quelques milieux pour lesquels il existe une perm�eabilit�e �equivalente
th�eorique obtenue par des m�ethodes analytiques (le milieu log-normal isotrope 2D, le milieu dont
les perm�eabilit�es sont factoris�ees, etc.) et nous disposons �egalement des r�esultats exp�erimentaux
pr�esent�es dans le chapitre pr�ec�edent (l'exp�erience de Henriette et al. et Marceau), mais la com-
paraison de la perm�eabilit�e estim�ee par la technique x ou y sur quatre ou cinq cas tests ne suÆt
pas pour �evaluer la �abilit�e de x ou y. Un tel test n'a pas de signi�cation statistique. Il est
n�ecessaire de proc�eder �a un grand nombre d'exp�eriences. Nous avons donc opt�e pour l'utilisation
de champs de perm�eabilit�e synth�etiques engendr�es par des techniques utilis�ees fr�equemment pour
la caract�erisation des r�eservoirs. La simulation de ces milieux a �et�e int�egralement r�ealis�ee par
Ga�elle Le Loc'h au Centre de G�eostatistique de l'�Ecole des Mines.

Chaque milieu simul�e est issu d'un mod�ele statistique et d'un ensemble de param�etres. Pour que le
test permette d'�evaluer la �abilit�e des m�ethodes de changement d'�echelle, il est n�ecessaire d'utiliser
plusieurs mod�eles statistiques et pour chaque mod�ele il est n�ecessaire d'utiliser plusieurs ensembles
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de param�etres. De plus, pour un mod�ele et un ensemble de param�etres donn�es, la variabilit�e des
milieux engendr�es peut être importante. Il est donc n�ecessaire de disposer de plusieurs r�ealisations
de milieux ayant les mêmes param�etres et le même mod�ele statistique.

7.2.1 Choix de la discr�etisation

Avant de r�ealiser les simulations des champs de perm�eabilit�e, il faut d�e�nir la grille sur laquelle
seront e�ectu�ees les simulations. Ce choix a �et�e guid�e par plusieurs contraintes :
{ Pour que le choix soit coh�erent avec les probl�emes rencontr�es dans la pratique, nous avons utilis�e
des mailles aplaties ;

{ Pour pouvoir tester un large �eventail de param�etres (notamment des longueurs de corr�elation
variables), il est n�ecessaire de disposer d'une grille suÆsamment grande ;

{ Pour pouvoir r�esoudre l'�equation de la di�usivit�e sur une station de travail et en un temps
raisonnable, le nombre maximum de mailles de la grille doit être de l'ordre du million.

{ Pour que le logiciel TRIMULEC (qui utilise une m�ethode num�erique de type multigrille) atteigne
son eÆcacit�e maximum, le nombre de mailles doit être une puissance de deux.

Toutes ces contraintes nous ont amen�es �a choisir une grille contenant 64 couches de 128 par 128
mailles, la taille des mailles �etant �x�ee �a 1 m dans la direction verticale et 10 m dans les deux
directions horizontales. La grille compl�ete contient 1 048 576 mailles.

Pour tester la sensibilit�e des r�esultats au rapport de la longueur de corr�elation sur la taille du
maillage et �a l'e�et de la discr�etisation, nous avons �egalement utilis�e des petits blocs de 8 couches
de 16 par 16 mailles (= 2 048 mailles) extraits des grands blocs.

On notera que ces valeurs ne sont pas importantes en tant que valeur absolues. On peut les
adimensionner et les grandeurs ayant un int�erêt sont, par exemple, les rapports d'anisotropie des
mailles, ou les rapports longueur de corr�elation sur taille du domaine dans chaque direction, ou
encore le nombre de mailles par longueur de corr�elation pour �etudier l'e�et de la discr�etisation.

7.2.2 Choix de la m�ethode de simulation

Bien �evidemment, l'�eventail des mod�eles et des param�etres possibles est in�ni. Pour disposer de
suÆsamment de r�ealisations de milieux pour chaque mod�ele et pour chaque jeu de param�etres,
nous avons restreint notre choix �a seulement deux types de mod�eles couramment utilis�es : les
Gaussiennes Seuill�ees et le mod�ele Bool�een.

La m�ethode des Gaussiennes Seuill�ees (Matheron et al. 1987; Ravenne et al. 1990; Galli et al.
1994) consiste �a engendrer une fonction gaussienne, et ensuite �a la transformer en une fonction
discr�ete (le lithofaci�es) par un seuillage. En pratique, nous avons utilis�e le logiciel HERESIM1.

La m�ethode des simulations Bool�eennes (Matheron 1967) consiste �a simuler un processus de Pois-
son ponctuel (des germes al�eatoires sont distribu�es dans l'espace) et �a a�ecter �a chaque point une
inclusion dont la forme suit une loi de probabilit�e donn�ee a priori.

Les deux m�ethodes donnent des images fort di��erentes et nous avons fait l'hypoth�ese que ces deux
mod�eles sont suÆsants pour �evaluer la �abilit�e des m�ethodes de changement d'�echelle.

On notera que ces deux techniques donnent une description des milieux en terme de lithofaci�es et
non en terme de perm�eabilit�e variant continuement dans l'espace et que les simulations sont non
conditionnelles.

1Logiciel d�evelopp�e et commercialis�e par l'Institut Fran�cais du P�etrole et le Centre de G�eostatistique de l'�Ecole
des Mines de Paris
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7.2.3 Description des simulations par Gaussiennes Seuill�ees

Pour des simulations non conditionnelles, les param�etres sont :
{ l'ordre des lithofaci�es (constant dans le domaine) et les proportions de chaque lithofaci�es, qui
peuvent être di��erentes dans chaque maille pour les cas non stationnaires ;

{ la covariance de la fonction al�eatoire gaussienne.
Dans notre cas, les proportions dans les mailles sont �x�ees par des courbes de proportions qui
varient suivant la profondeur mais restent identiques sur tout le domaine dans les directions hori-
zontales.

Quant �a la fonction de covariance, c'est toujours un mod�ele exponentiel factoris�e, dont les axes
principaux d'anisotropie sont les axes x, y et z. Ainsi, elle est parfaitement d�etermin�ee par la
connaissance des port�ees du mod�ele gaussien dans chaque direction principale d'anisotropie. Cette
anisotropie cr�ee une strati�cation plus ou moins nette dans le milieu et inuence la perm�eabilit�e
�a grande �echelle.

Covariance

Trois jeux de param�etres de covariance ont �et�e

x et y z

a1 80m (8 mailles) 5m (5 mailles)
a2 500m (50 mailles) 5m (5 mailles)
a3 500m (50 mailles) 15m (15 mailles)

Tab. 7.2 : Valeurs des port�ees utilis�ees dans les

trois jeux de covariance.

utilis�es. Ils sont d�enomm�es a1, a2 et a3 : a1 cor-
respond �a une fonction de corr�elation de courte
port�ee dans toutes les directions, a2 correspond
�a une longue port�ee dans la direction horizon-
tale et une courte dans la direction verticale et a3
correspond �a des longues port�ees dans toutes les
directions. Les valeurs des port�ees utilis�ees sont
indiqu�ees dans le tableau 7.2.

Proportion de faci�es

Les simulations ont �et�e r�ealis�ees avec quatre faci�es (cod�es 1,2,3 et 4) et sept courbes de proportions
des faci�es en fonction de la profondeur, not�ees p1 �a p7 et repr�esent�ees sur la �gure 7.1.

p1, p6 et p7 sont des proportions constantes �a travers tout le domaine. Pour p1, toutes les propor-
tions sont identiques et ont pour valeur 0.25. Pour p6, les faci�es 1, 2, 3 et 4 ont des proportions
qui valent respectivement 0.15, 0.15, 0.15 et 0.55. Pour p7, ces proportions deviennent 0.55, 0.15,
0.15 et 0.15.

Pour p3 et p4, les proportions varient lin�eairement du haut vers le bas comme on le voit sur les
�gures 7.1 f et 7.1 g. Pour p4, les proportions globales de chaque faci�es sont �egales �a 0.25 comme
dans le jeu p1.

Pour p2, la proportion du faci�es 1 est faible au sommet et �a la base, mais montre deux pics : un pic
large dans la partie sup�erieure et un pic �etroit dans la partie inf�erieure (�gure 7.1 d). p5 montre
le même type d'�evolution, mais les proportions globales de chaque faci�es ont �et�e �x�ees �a 0.25, de
plus le contraste entre les proportions en fonction de la profondeur est plus faible que pour p2.

Combinaison des proportions et des covariances

En combinant un type de fonction de covariance et une courbe de proportion des faci�es on obtient
un ensemble complet de param�etres. 13 combinaisons ont �et�e utilis�ees, elles sont not�ees en associant
le nom des param�etres de covariance aux param�etres de proportion. Par exemple a1p1 indique un
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Fig. 7.1 : Proportion des faci�es en fonction de la profondeur
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jeu de param�etres dont la fonction de covariance est d�ecrite par le jeu a1 et les proportions
correspondent au jeu p1. Les jeux e�ectivement choisis sont : a1p1, a1p2, a1p4, a1p3, a1p5, a2p1,
a2p2, a2p3, a2p4, a2p5, a3p1, a3p6 et a3p7.

Les simulations de faci�es

Pour chaque ensemble de param�etres, trente deux simulations de faci�es ont �et�e engendr�ees, except�e
pour l'ensemble a1p1 pour lequel il y en a eu trente six. Les simulations sont conduites sur une
grille de 256 � 256 � 64 mailles qui est ensuite d�ecoup�ee en quatre blocs de 128 � 128 � 64
mailles. De cette fa�con, il est possible si n�ecessaire de regrouper les �chiers de fa�con �a reconstruire
le domaine entier. Chaque champ de perm�eabilit�e a �et�e nomm�e de fa�con �a pouvoir le recr�eer : par
exemple, le champ a1p1g12345-1 signi�e qu'il a �et�e cr�e�e en utilisant le jeu de param�etres a1p1,
que la grande grille a �et�e engendr�ee avec un germe qui valait 12345, et que le champ est le premier
quartier de la grande grille. La num�erotation des quartiers suit la r�egle pr�esent�ee dans la �gure 7.2.

1 2

3 4

Fig. 7.2 : Num�erotation des quartiers

Champ de perm�eabilit�e

A chaque faci�es est associ�ee une perm�eabilit�e

Faci�es 1 2 3 4
Perm�eabilit�e (mD) 1000 500 10 0.1

Tab. 7.3 : Perm�eabilit�es des faci�es des simula-

tions HERESIM

constante selon le tableau 7.3. Il serait possible
d'utiliser �a l'avenir ces même simulations pour
tester d'autres contrastes de perm�eabilit�e. Au to-
tal on a cr�e�e 20 champs de perm�eabilit�e de type
HERESIM (�gures 7.3 et 7.4).

Les \commons"

Dix simulations conditionnelles ont �egalement �et�e r�ealis�ees. Le jeu de param�etre est le même pour
les dix simulations. C'est celui que l'on a utilis�e pour les simulations de type a2p1. Les simulations
sont conditionn�ees par des faci�es donn�es le long de puits verticaux �ctifs positionn�es aux quatre
coins du domaine (con�guration de type quart de �ve-spot). La distribution des faci�es le long
de ces puits �ctifs provient de la simulation a1p1g12345-1. Les simulations ainsi engendr�ees sont
identi��ees par le pr�e�xe common, suivi de la valeur du germe utilis�e (par exemple common107885).
Les valeurs de perm�eabilit�e sont les même que pr�ec�edemment (tableau 7.3).

7.2.4 Description des simulations par mod�ele Bool�een

Pour le mod�ele Bool�een, les param�etres sont la densit�e du processus de Poisson, qui donne le
nombre de points qui sont engendr�es (en moyenne) par unit�e de volume, et la forme et les pa-
ram�etres de taille des inclusions associ�es �a leur loi de probabilit�e.

122



7.2 { Champs de perm�eabilit�e synth�etiques

(a) a1p1 (b) a1p2

(c) a1p3 (d) a1p4

(e) a1p5

0.10      

10.00     

500.00    

1000.00   

(f) Codage des
perm�eabilit�es

Fig. 7.3 : Les di��erents types de simulations HERESIM { courte port�ee.
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(a) a2p1 (b) a2p2

(c) a2p3 (d) a2p4

(e) a2p5 (f) a3p1

(g) a3p6 (h) a3p7

Fig. 7.4 : Les di��erents types de simulations HERESIM { longue port�ee.
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Param�etre des inclusions

Pour chaque r�ealisation, la forme, l'orientation et la taille des inclusions sont constantes. D'une
simulation �a l'autre ces param�etres varient. Deux types d'inclusions ont �et�e utilis�es : des ellipso��des
de section circulaire et aplatie suivant l'axe des z, not�ees e1, e2, e3 et e4, et des sinuso��des dans un
plan horizontal avec une section verticale parabolique, not�ees s1 et s2. Les ellipso��des ont une taille
allant de quelques dizaines �a quelques centaines de m�etres. Les sinuso��des sont orient�ees suivant
l'axe x. La sinuso��de s2 est plus longue et plus large que la sinuso��de s1.

Param�etre de densit�e

Les densit�es du processus de Poisson ont �et�e choisies pour que l'ensemble des r�ealisations passent
d'un pôle o�u la matrice est dominante et les inclusions sont isol�ees �a un pôle o�u les inclusions sont
dominantes. Cinq densit�es di��erentes ont �et�e choisies et sont not�ees b1, b2, b3, b4 et b5.

Combinaison des inclusions et des densit�es

Huit ensembles de param�etres ont �et�e constitu�es en combinant les formes d'inclusions et les den-
sit�es. Comme pour les simulations HERESIM, les noms des ensembles de param�etres sont obtenus
en associant les noms de chaque famille de param�etres. Les jeux de param�etres retenus sont : b1e1,
b1e3, b2e2, b3e3, b4e4, b5e4, b1s1 et b2s2.

Simulation de faci�es

Trente deux simulations de faci�es ont �et�e r�ealis�ees pour chaque jeu de param�etres en divisant huit
champs de 256 � 256 � 64 mailles en quatre quartiers. Ils sont nomm�es selon la convention d�ej�a
pr�esent�ee pour les simulations HERESIM. Le codage des faci�es est 1 pour la matrice et 2 pour les
inclusions. La �gure 7.5 pr�esente une simulation de faci�es pour chaque jeu de param�etre.

Contraste de perm�eabilit�e

Pour chaque simulation de faci�es, six contrastes di��erents de perm�eabilit�e ont �et�e utilis�es. On peut
remarquer dans le tableau 7.4 que chaque contraste de perm�eabilit�e a �et�e utilis�e deux fois, une fois
dans l'ordre matrice-inclusion et une fois dans l'ordre inclusion-matrice. De cette fa�con, un total
de 1536 champs de perm�eabilit�e bool�eens ont �et�e engendr�es.

Nom 1 2 3 4 5 6
K1 matrice (mD) 0.1 1 10 100 100 100
K2 inclusion (mD) 100 100 100 0.1 1 10

Tab. 7.4 : Perm�eabilit�e des milieux bool�eens

7.2.5 Petits blocs

Dans le but de tester la sensibilit�e des m�ethodes de changement d'�echelle au rapport longueur de
corr�elation sur taille du domaine et �a l'e�et de la discr�etisation, cent cinquante huit champs de
perm�eabilit�e (grands blocs) ont �et�e divis�es en petits blocs de 16 � 16 � 8 (=2 048) mailles. Ainsi,
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(a) b1e1 (b) b2e2

(c) b1e3 (d) b3e3

(e) b4e4 (f) b5e4

(g) b1s1 (h) b2s2

Fig. 7.5 : Les di��erents types de simulations Bool�eennes.
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un grand bloc donne cinq cent douze petits blocs. Le tableau 7.5 donne le nombre de petits blocs
utilis�es pour chaque type de mod�ele g�eostatistique. Le d�ecompte d�etaill�e des grands blocs qui ont
�et�e d�ecoup�es est pr�esent�e dans le tableau 7.6.

La �gure 7.6 montre quelques exemples de petits blocs. Nous les avons dessin�es �a la même taille
que les grands blocs, en e�et ils peuvent repr�esenter la même portion de milieu poreux que les
grands blocs, mais discr�etis�ee plus grossi�erement.

Mod�ele nombre de petits blocs
Bool�een inclusion ellipso��dale 18432
Bool�een inclusion sinuso��dale 6144
Heresim courte port�ee 2560
Heresim longue port�ee 40448
Total 67 584

Tab. 7.5 : Nombre de petits blocs

7.3 Perm�eabilit�e de r�ef�erence

Pour chacun des blocs engendr�es (grands et petits), nous avons calcul�e la perm�eabilit�e de r�ef�erence
en r�esolvant l'�equation de la di�usivit�e par la m�ethode num�erique pr�esent�ee dans le chapitre
pr�ec�edent.

Nous avons vu, dans le chapitre 4, l'inuence des conditions aux limites et l'inuence du crit�ere
d'�equivalence sur le calcul du tenseur de perm�eabilit�e. Il s'agit ici de justi�er, pour les milieux
�etudi�es, le choix de l'utilisation du crit�ere d'�egalit�e des ux et de l'utilisation des conditions aux
limites de type perm�eam�etre. Pour cela, nous comparons dans le paragraphe suivant les r�esultats
obtenus avec les di��erents crit�eres.

Ensuite nous discutons le probl�eme de la surdiscr�etisation du maillage.

7.3.1 Tenseur

De part leur construction et de part l'aplatissement des mailles, les champs de perm�eabilit�e simul�es
ont leurs axes principaux d'anisotropie parall�eles aux axes du maillage. Les r�esultats du chapitre 4
nous permettent de penser que l'on peut, dans ce cas, utiliser des conditions aux limites de type
perm�eam�etre pour calculer la perm�eabilit�e de r�ef�erence. Le calculs des perm�eabilit�es directionnelles
doit être suÆsant pour caract�eriser les milieux �etudi�es.

Pour v�eri�er cette hypoth�ese, nous avons appliqu�e �a un grand bloc de chaque type, la m�ethode
d�evelopp�ee dans le chapitre 4, permettant le calcul du tenseur complet avec des conditions aux
limites de type perm�eam�etre en utilisant le crit�ere d'�egalit�e des vitesses moyennes. Ces calculs
montrent que les termes non-diagonaux sont n�egligeables. Par exemple, pour le grand bloc com-

mon107885, le calcul du tenseur complet de perm�eabilit�e et le calcul sans prendre en compte les
termes non-diagonaux donnent les r�esultats suivant.

Kb vitesse =

0
@ 336:12 �1:34 �0:443

�1:34 336:82 �0:344
�0:443 �0:344 4:590

1
A Kb ux =

0
@ 335:77 0 0

0 337:12 0
0 0 4:591

1
A

On constate que les termes diagonaux sont tr�es proches, que l'on utilise le crit�ere d'�egalit�e des ux
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(a) a1p1 (b) a2p1

(c) a1p2 (d) a2p2

(e) b5e4 (f) b1s1

Fig. 7.6 : Exemples de petits blocs extraits des grands blocs. La taille dans chaque direction a �et�e

dilat�ee.
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ou des vitesses moyennes. De même, pour un petit bloc extrait de common107885, on a :

Kb vitesse =

0
@ 692:14 �0:432 0:435

�0:432 682:37 0:955
0:435 0:955 388:47

1
A Kb ux =

0
@ 690:14 0

0 687:33 0
0 0 388:48

1
A

Nous avons vu dans le chapitre 4 que l'�egalit�e des ux est �equivalente �a l'�egalit�e des �energies
dissip�ees dans le cas de conditions aux limites de type perm�eam�etre. Ainsi pour les milieux �etudi�es,
les trois crit�eres d'�equivalence (ux = �energie et vitesses) donnent sensiblement le même r�esultat.
Nous en concluons que, pour ces milieux, le crit�ere d'�egalit�e des ux est suÆsant et les conditions
aux limites de type perm�eam�etre sont satisfaisantes.

7.3.2 Surdiscr�etisation

Le calcul est men�e directement sur la grille g�eostatistique essentiellement parce qu'il �etait im-
possible de raÆner une grille contenant un million de mailles sur une station Sparc 10. De plus,
comme nous l'avons d�ej�a soulign�e, l'hypoth�ese faite en raÆnant est que le milieu est constitu�e
de la juxtaposition de morceaux de roche de perm�eabilit�e homog�ene. Or le milieu r�eel n'est pas
ainsi constitu�e. Un raÆnement correct n�ecessiterait de pouvoir d�ecrire les h�et�erog�en�eit�es �a l'�echelle
inf�erieure, mais une telle approche est diÆcile �a imaginer en pratique.

Nous savons qu'avec les choix e�ectu�es le calcul de la perm�eabilit�e de r�ef�erence est soumis �a un
biais. Nous avons jug�e n�ecessaire de calculer les perm�eabilit�es de r�ef�erence �a la fois en �el�ements
�nis avec TRIMULEC et en di��erences �nies avec HIGHDEN.

En raison des temps cpu importants, tous les calculs n'ont pas pu être e�ectu�es sur tous les milieux
avec HIGHDEN. Nous avons donc choisi des milieux pour lesquels le calcul de la perm�eabilit�e
�equivalente a �et�e r�ealis�e avec les deux m�ethodes num�eriques : au moins quatre milieux pour chaque
jeu de param�etres.

7.3.3 D�ecompte

Pour les grands blocs d'un million de mailles, nous avons calcul�e 1966 tenseurs de perm�eabilit�e
de r�ef�erence (diagonaux) avec la m�ethode des �el�ements �nis et David GriÆn, �a l'universit�e de
Newcastle, en a calcul�e 630 avec la m�ethode des di��erences �nies (tableau 7.6).

Pour les petits blocs contenant 2 048 mailles, nous avons calcul�e 158�512'64 000 tenseurs de
perm�eabilit�e de r�ef�erence pour les petits blocs avec la m�ethode des �el�ements �nis.

L'ensemble de ces calculs correspond �a plus d'une ann�ee de temps cpu sur une station Sparc 10.

La comparaison entre les r�esultats obtenus avec TRIMULEC et HIGHDEN (�gure 7.7) montre
que l'in�egalit�e Kdf < Kef n'est pas toujours v�eri��ee. Mais, la di��erence entre les deux estimations
est faible (en g�en�eral inf�erieure �a 5%).

7.4 Comparaison des temps calcul

Le tableau 7.7 donne les temps cpu de chacune des m�ethodes test�ees et le temps de r�ef�erence
n�ecessaire au calcul de la solution compl�ete du probl�eme d'�ecoulement en utilisant TRIMULEC.

Les techniques les plus rapides sont les moyennes alg�ebriques, suivies de la formule de Kruel-Romeu
et de la renormalisation simpli��ee. Les renormalisations tensorielle et standard viennent apr�es.
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�El�ements �nis Di��erences �nies

Type de mod�ele Direct Bloc Direct

a1p1 32 1 32
a1p2 32 1 32
a1p3 32 1 32
a1p4 32 1 32
a1p5 32 1 32
a2p1 32 1 32
a2p2 36 2 32
a2p3 32 1 32
a2p4 32 32 32
a2p5 32 32 32
a3p1 32 1 32
a3p6 32 1 32
a3p7 32 1 32

common 10 10 10
b1e1 192 6 24
b1e3 192 6 24
b1s1 192 30 24
b2e2 192 6 36
b2s2 192 6 24
b3e3 192 6 24
b4e4 192 6 24
b5e4 192 6 24
total 1966 158 630

Tab. 7.6 : Nombre de simulations d'�ecoulement Direct = grand bloc (128�128�64 mailles), Bloc =

un grand bloc divis�e en 512 petits blocs de 16�16�8 mailles.
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Fig. 7.7 : Comparaison des perm�eabilit�es calcul�ees avec TRIMULEC et HIGHDEN.

La renormalisation standard est la technique la plus lente, car elle n�ecessite la r�esolution de
trois syst�emes lin�eaires (un par direction) pour d�eterminer le tenseur de perm�eabilit�e �equivalente
(voir Annexe C pour le d�etail des calculs). La renormalisation tensorielle est environ trois fois
plus rapide, car elle ne n�ecessite la r�esolution que d'un seul syst�eme lin�eaire (avec trois seconds
membres di��erents, cf. Annexe C). La renormalisation simpli��ee est encore plus rapide, car elle
ne n�ecessite aucune r�esolution de syst�eme lin�eaire.

Nom de la m�ethode petits blocs grands blocs
(2 048 mailles) (1 048 576 mailles)

�El�ements Finis (tenseur diagonal) 461 10 286
Moyenne alg�ebrique (scalaire) 0.04 27
Formule de Kruel-Romeu (tenseur diagonal) 0.04 42
Renormalisation simpli��ee (tenseur diagonal) 0.07 49
Renormalisation tensorielle (tenseur complet) 0.36 215
Renormalisation standard (tenseur diagonal) 1.04 445

Tab. 7.7 : Temps cpu moyen en secondes sur une station de travail Sparc 10 (prend en compte les

entr�ees sortie)

Le rapport temps cpu m�ethode de r�ef�erence sur temps cpu m�ethodes rapides est compris entre 20
et plusieurs centaines.

Du point de vue de la programmation des techniques, les renormalisations standard et tenso-
rielle pr�esentent le même degr�e de diÆcult�e (ou de facilit�e). La renormalisation simpli��ee et la
m�ethode de Kruel-Romeu n�ecessitent �a peu pr�es le même temps de programmation. Les estima-
teurs alg�ebriques sont �evidents �a programmer.

Du point de vue de l'espace m�emoire n�ecessaire, toutes ces techniques permettent de travailler sur
des milieux contenant plusieurs millions de mailles sans diÆcult�e. Ceci serait impossible, �a l'heure
actuelle dans des temps raisonnable, en r�esolvant le probl�eme d'�ecoulement par une m�ethode
num�erique.
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7.5 Les crit�eres de classement

Pour classer les m�ethodes rapides en fonction de leur pr�ecision, nous avons utilis�e : le biais relatif,
le coeÆcient de corr�elation lin�eaire, le coeÆcient de corr�elation de rang et les nuages de points
(Kref ;Krapide).

7.5.1 Biais relatif

La premi�ere id�ee venant �a l'esprit pour comparer deux valeurs est de calculer l'erreur, c'est �a dire
la di��erence entre les deux valeurs, la seconde �etant suppos�ee être la r�ef�erence. L'erreur relative

est l'erreur divis�ee par la r�ef�erence.

Si l'on compare deux m�ethodes sur un unique champ de perm�eabilit�e, il est clair que la meilleure
technique sera celle qui aura la plus petite erreur relative (en valeur absolue). Mais, il est souhai-
table qu'une m�ethode de calcul de la perm�eabilit�e �equivalente donne un bon r�esultat sur le plus
grand nombre possible de champs de perm�eabilit�e. Dans ce cas, il est n�ecessaire de calculer des
statistiques sur les erreurs.

L'esp�erance math�ematique (exp�erimentalement, la moyenne) de l'erreur est appel�ee le biais. Le
biais relatif est alors d�e�ni comme le biais divis�e par l'esp�erance math�ematique de la valeur de
r�ef�erence :

e =
jP

i
(Y i

r�ef�erence
� Y i

rapide
)jP

i
Y i

r�ef�erence

Y = log10K (7.1)

On notera que nous utilisons le logarithme de la perm�eabilit�e car on sait d'un point de vue pratique
que l'ordre de grandeur de la perm�eabilit�e est plus important que la valeur de la perm�eabilit�e elle
même.

Quand une m�ethode donne toujours la même valeur que la r�ef�erence, la valeur du biais est 0,
et une tr�es bonne m�ethode aura un biais tr�es faible. Toutefois, une m�ethode pr�esentant un biais
faible n'est pas forc�ement une m�ethode pr�ecise. Elle peut pr�esenter des erreurs importantes, tantôt
n�egatives, tantôt positives, telles que la moyenne des erreurs n�egatives compensent la moyenne
des erreurs positives. Une faible valeur de biais indique seulement que le nuage de points, ayant
pour coordonn�ees (x = Krapide; y = Kr�ef�erence), est a peu pr�es centr�e sur la droite y = x.

Ainsi, le biais est un crit�ere n�ecessaire pour qu'un technique soit pr�ecise, mais ce n'est pas un
crit�ere suÆsant.

7.5.2 CoeÆcients de corr�elation

S'il existe une transformation lin�eaire qui permet de passer du r�esultat de la m�ethode rapide �a
la valeur de r�ef�erence, alors il est ais�e d'utiliser cette transformation comme une correction et la
m�ethode rapide sera alors extrêmement utile. Quand une telle relation existe entre deux variables,
leur coeÆcient de corr�elation lin�eaire � est �egal �a 1. Dans le cas ou aucune orientation pr�ef�erentielle
n'apparâ�t dans le nuage de points, alors � = 0.

� =

P
i
(Y i

r�ef�erence
� �Yr�ef�erence)(Y

i

rapide
� �Yrapide)qP

i
(Y i

r�ef�erence
� �Yr�ef�erence)2

qP
i
(Y i

rapide
� �Yrapide)2

�Y =
1

n

nX
i=1

Y i (7.2)

i est un indice sur les champs de perm�eabilit�e synth�etique. Alors que le biais relatif permet de
mesurer si le nuage de points est centr�e ou non, le coeÆcient de corr�elation lin�eaire � permet de
mesurer la dispersion du nuage par rapport �a une droite.
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Un coeÆcient de corr�elation � = 1 implique que la m�ethode est pr�ecise. Mais la r�eciproque n'est
pas toujours vraie, en e�et � ne permet pas de d�etecter des corr�elations non lin�eaires. Pour re-
chercher d'�eventuelles corr�elations non lin�eaires il faut utiliser d'autres coeÆcients. Nous avons
utilis�e le coeÆcient de corr�elation de rang qui permet de d�etecter l'existence d'une relation non
lin�eaire strictement monotone. Pour calculer le coeÆcient de corr�elation de rang, ou coeÆcient de
Spearman, on applique l'�equation (7.2) au rang des valeurs.

�s =

P
i
(ri

r�ef�erence
� �rr�ef�erence)(r

i

rapide
� �rrapide)pP

i
(ri

r�ef�erence
� �rr�ef�erence)2

qP
i
(ri

rapide
� �rrapide)2

(7.3)

ri est le rang de la valeur Y i parmi les n valeurs de Y j j = 1; : : : ; n class�ees par ordre croissant
Y j+1 � Y j .

7.5.3 Comparaison des nuages de points

Toute l'information de la comparaison est contenue dans les nuages de points de coordonn�ees
x = Krapide et y = Kr�ef�erence. Sur ces diagrammes, il est possible de voir s'il existe une relation
lin�eaire ou non lin�eaire entre les deux s�eries de valeurs ou si il n'y a pas de relation entre elles.
Si une relation existe, la dispersion des points est visible. L'�etude de ces diagrammes est donc
la m�ethode la plus g�en�erale permettant la comparaison des m�ethodes. Les crit�eres que sont le
biais relatif et les coeÆcients de corr�elation permettent une quanti�cation de la pr�ecision mais ne
remplace pas l'�etude d�etaill�ee des nuages de points.

On remarquera que les nuages de points form�es par des couples de perm�eabilit�es ne peuvent pas
explorer la totalit�e de l'espace des nombres r�eels. En e�et, pour les milieux que nous �etudions,
la perm�eabilit�e est toujours comprise entre un maximum et un minimum. Les points extrêmes
correspondent aux cas extrêmes de milieux homog�enes (k = kmin ou k = kmax sur l'ensemble du
domaine). Les points interm�ediaires correspondent �a des milieux pour lesquels la proportion de
mailles de faible perm�eabilit�e diminue par rapport �a la proportion de mailles de forte perm�eabilit�e.
Quand toutes les mailles sont de même perm�eabilit�e, quelle que soit la m�ethode utilis�ee pour
calculer la perm�eabilit�e, la perm�eabilit�e �equivalente est la perm�eabilit�e du milieu homog�ene. Il
en r�esulte que les diagrammes ont des points terminaux situ�es sur la droite y = x : le premier
a pour coordonn�ees (kmin; kmin), le second (kmax; kmax) du fait du choix des param�etres utilis�es
dans la g�en�eration des mod�eles, les perm�eabilit�es de r�ef�erences correspondantes sont relativement
bien distribu�ees dans l'intervalle [kmin; kmax]. Cela a pour cons�equence que si le coeÆcient de
corr�elation est proche de 1, alors la seule relation lin�eaire possible est y = x, et alors le biais est
voisin de 0.

7.5.4 Conclusion

En conclusion, sous les conditions o�u nous avons men�e nos exp�erimentations num�eriques, une
m�ethode qui a un coeÆcient de corr�elation lin�eaire de 1 est une m�ethode pr�ecise (et non biais�e).
Si le coeÆcient de corr�elation lin�eaire est di��erent de 1 alors une �etude plus d�etaill�ee devient
n�ecessaire.

7.6 R�esultats

Les m�ethodes rapides sont class�ees en fonction de leur pr�ecision respective. Quatre comparaisons
sont men�ees.
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La premi�ere consiste �a comparer les m�ethodes rapides avec les valeurs de r�ef�erences obtenues avec
TRIMULEC pour les 1944 grands blocs.

La seconde et la troisi�eme comparaisons ont pour but d'�evaluer l'e�et de la valeur de r�ef�erence
(�el�ement �nis ou di��erences �nies). Ces deux comparaisons sont men�ees sur le même �echantillon
de 612 grands blocs constituant un sous-ensemble des 1944 grands blocs utilis�es dans la premi�ere
comparaison. La seconde comparaison utilise les valeurs de r�ef�erence calcul�ees avec HIGHDEN et
la troisi�eme utilise les valeurs de r�ef�erences obtenues avec TRIMULEC.

La quatri�eme comparaison est men�ee sur les petits blocs. Dans ce cas on ne poss�ede que la
perm�eabilit�e de r�ef�erence calcul�ee avec TRIMULEC. Le but est de savoir si, lorsque l'on change
le rapport longueur de corr�elation sur taille du domaine ou densit�e de discr�etisation sur taille du
domaine, le classement change ou non ?

7.6.1 Classement par biais relatif minimum

Les tableaux 7.8 a-d donnent pour chacune des quatre comparaisons, le classement des techniques
(les meilleures techniques sont en haut des tableaux), pour chaque composante de la perm�eabilit�e
(Kxx;Kyy et Kzz) ainsi que les valeurs des biais relatifs correspondants (e).

(a) 1 944 grands blocs, r�ef�erence = �El�ements finis

Kxx Ky Kz

rg. e meth. e meth. e meth.

0 0.002 kr 0.001 kr 0.222 �g
1 0.022 cmax 0.018 cmax 0.272 cmin
2 0.022 k3 0.020 k3 0.277 rs
3 0.029 c 0.024 c 0.288 rt
4 0.030 k4 0.027 k4 0.309 c

5 0.054 rt 0.050 rt 0.416 kr
6 0.061 �1=2 0.064 �1=2 0.426 cgeo

7 0.070 k2 0.067 k2 0.581 cmax
8 0.073 �a 0.069 �a 0.601 k1
9 0.083 cgeo 0.075 cgeo 0.670 �1=3
10 0.110 rs 0.100 rs 0.775 �h
11 0.137 �1=3 0.132 cmin 0.819 �1=2
12 0.145 cmin 0.140 �1=3 0.937 k3

13 0.369 �g 0.371 �g 0.940 k4
14 0.720 k1 0.720 k1 1.045 k2
15 0.884 �h 0.884 �h 1.077 �a

(b) 612 grands blocs, r�ef�erence = �El�ements finis

Kxx Kyy Kzz

rg. e meth. e meth. e meth.

0 0.012 k4 0.013 cmax 0.267 cmin
1 0.014 cmax 0.013 k4 0.287 rs
2 0.014 kr 0.013 kr 0.316 rt
3 0.019 c 0.017 c 0.330 c

4 0.019 k3 0.021 k3 0.488 �g
5 0.030 rt 0.029 rt 0.530 cgeo
6 0.045 k2 0.046 k2 0.693 kr
7 0.048 �a 0.048 �a 0.794 cmax
8 0.054 cgeo 0.052 cgeo 0.982 k1
9 0.067 rs 0.065 rs 1.206 �h
10 0.067 �1=2 0.067 �1=2 1.209 �1=3
11 0.094 cmin 0.092 cmin 1.407 �1=2
12 0.144 �1=3 0.144 �1=3 1.424 k3

13 0.424 �g 0.424 �g 1.435 k4
14 0.761 k1 0.759 k1 1.609 k2
15 1.080 �h 1.080 �h 1.705 �a

(c) 612 grands blocs, r�ef�erence = Diff�erences finies

Kxx Kyy Kzz

rg. e meth. e meth. e meth.

0 0.002 c 0.001 c 0.293 cmin
1 0.003 kr 0.003 kr 0.314 rs
2 0.003 cmax 0.004 cmax 0.343 rt
3 0.014 rt 0.013 rt 0.357 c

4 0.030 k4 0.030 k4 0.518 �g
5 0.037 k3 0.036 cgeo 0.561 cgeo
6 0.038 cgeo 0.038 k3 0.687 kr
7 0.051 rs 0.050 rs 0.830 cmax
8 0.052 �1=2 0.052 �1=2 0.982 k1

9 0.063 k2 0.064 k2 1.210 �h
10 0.066 �a 0.065 �a 1.254 �1=3
11 0.079 cmin 0.076 cmin 1.456 �1=2
12 0.130 �1=3 0.130 �1=3 1.473 k3

13 0.414 �g 0.414 �g 1.485 k4
14 0.757 k1 0.755 k1 1.662 k2
15 1.081 �h 1.081 �h 1.760 �a

(d) 67 584 petits blocs, r�ef�erence = �El�ements finis

Kxx Kyy Kzz

rg. e meth. e meth. e meth.

0 0.000 c 0.001 c 0.022 cmin
1 0.002 kr 0.003 kr 0.026 rs
2 0.004 cmax 0.005 cmax 0.031 rt
3 0.013 rt 0.011 rt 0.036 �g
4 0.029 �1=2 0.026 cgeo 0.040 c

5 0.029 cgeo 0.032 �1=2 0.095 cgeo

6 0.032 k3 0.032 k3 0.097 kr
7 0.034 k4 0.036 k4 0.144 k1
8 0.043 rs 0.039 rs 0.169 cmax
9 0.051 k2 0.049 k2 0.240 k3
10 0.062 cmin 0.056 cmin 0.241 k4
11 0.105 �a 0.102 �a 0.424 �1=3
12 0.109 �1=3 0.112 �1=3 0.439 k2

13 0.219 k1 0.219 k1 0.552 �1=2
14 0.352 �g 0.354 �g 0.766 �a
15 0.986 �h 0.986 �h 0.978 �h

Tab. 7.8 : Classi�cation des techniques par biais relatif minimum (e)

Sur l'ensemble des exp�eriences num�eriques men�ees, le biais relatif est compris entre 1% et 180%
(tableau 7.8). Il est plus grand dans la direction z que dans les directions x et y.

Pour Kxx et Kyy, si l'on exclut les valeurs interm�ediaires, les estimateurs les moins biais�es sont
la formule de Kruel-Romeu kr (0:1% < e < 1%) et la renormalisation simpli��ee c (1% < e < 3%).
La renormalisation tensorielle est toujours class�ee en troisi�eme position (1% < e < 5%).

pour Kzz, le biais est plus faible pour les petits blocs que pour les grands blocs. Pour les petits
blocs, les techniques les moins biais�ees sont la renormalisation standard rs et tensorielle rt (e '
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3%), tout juste suivies par la moyenne g�eom�etrique �g et la renormalisation simpli��ee c (e ' 4%).
Pour les grands blocs, les meilleurs estimateurs sont �a nouveau rs, rt, c et �g , mais l'ordre de
grandeur du biais relatif est compris entre 22 et 25%.

Les techniques les plus biais�ees sont les mêmes dans les quatre tests : pour Kxx et Kyy, c'est la
moyenne harmonique �h (e ' 100%) ; pour Kzz, c'est la moyenne arithm�etique �a (100% < e <

180%).

7.6.2 Classement par coeÆcients de corr�elation maximum

(a) 1 944 grands blocs, r�ef�erence = �El�ements finis

Kxx Kyy Kzz

rg. � meth. � meth. � meth.

1 0.995 c 0.996 c 0.961 rt
2 0.995 cmax 0.996 cmax 0.961 cmin
3 0.993 kr 0.992 cgeo 0.961 rs
4 0.991 rt 0.992 kr 0.957 c

5 0.990 k3 0.992 rt 0.935 cgeo
6 0.989 �1=2 0.990 k3 0.881 cmax

7 0.989 cgeo 0.989 �1=2 0.873 �g

8 0.985 k4 0.988 rs 0.845 kr
9 0.985 rs 0.986 k4 0.809 k1
10 0.974 k2 0.979 cmin 0.688 �h
11 0.972 �a 0.972 k2 0.687 �1=3
12 0.972 cmin 0.971 �a 0.635 k3
13 0.967 �1=3 0.966 �1=3 0.629 k4

14 0.765 �g 0.765 �g 0.592 �1=2
15 0.439 k1 0.437 k1 0.458 k2
16 0.043 �h 0.043 �h 0.378 �a

(b) 612 grands blocs, r�ef�erence = �El�ements finis

Kxx Kyy Kzz

rg. � meth. � meth. � meth.

1 0.997 c 0.997 c 0.975 rt
2 0.997 cmax 0.997 cmax 0.973 rs
3 0.997 rt 0.997 rt 0.971 cmin
4 0.996 kr 0.995 k3 0.968 c

5 0.995 k3 0.994 cgeo 0.948 cgeo
6 0.993 cgeo 0.994 kr 0.890 cmax
7 0.993 �1=2 0.992 �1=2 0.765 kr

8 0.990 k4 0.991 rs 0.717 k1
9 0.989 rs 0.990 k4 0.666 �g
10 0.983 k2 0.984 cmin 0.576 k3
11 0.982 cmin 0.980 k2 0.563 k4
12 0.981 �a 0.979 �a 0.507 �h
13 0.972 �1=3 0.973 �1=3 0.399 �1=3
14 0.725 �g 0.729 �g 0.312 k2
15 0.347 k1 0.353 k1 0.310 �1=2
16 -0.303 �h -0.299 �h 0.155 �a

(c) 612 grands blocs, r�ef�erence = Diff�erences finies

Kxx Kyy Kzz

rg. � meth. � meth. � meth.

1 0.999 rt 0.999 rt 0.945 rt
2 0.998 c 0.998 c 0.941 rs
3 0.998 cmax 0.998 cmax 0.937 cmin
4 0.997 cgeo 0.997 cgeo 0.934 c

5 0.995 kr 0.995 kr 0.911 cgeo
6 0.995 rs 0.995 rs 0.852 cmax
7 0.993 �1=2 0.993 �1=2 0.802 kr

8 0.992 k3 0.993 k3 0.753 k1
9 0.989 cmin 0.989 cmin 0.710 �g
10 0.984 k4 0.986 k4 0.583 k3
11 0.980 k2 0.978 k2 0.572 k4
12 0.978 �a 0.976 �1=3 0.530 �h
13 0.975 �1=3 0.976 �a 0.438 �1=3
14 0.736 �g 0.741 �g 0.346 k2
15 0.381 k1 0.386 k1 0.346 �1=2
16 -0.283 �h -0.280 �h 0.188 �a

(d) 67 584 petits blocs, r�ef�erence = �El�ements finis

Kxx Kyy Kzz

rg. � meth. � meth. � meth.

1 0.996 rt 0.996 rt 0.997 rt
2 0.995 c 0.995 c 0.997 rs
3 0.994 cmax 0.995 cgeo 0.997 cmin
4 0.993 kr 0.994 cmax 0.997 c

5 0.993 cgeo 0.993 kr 0.994 cgeo
6 0.989 rs 0.992 rs 0.993 kr
7 0.985 k3 0.988 cmin 0.989 k1
8 0.984 cmin 0.985 k3 0.984 cmax
9 0.982 k2 0.982 k2 0.967 k4
10 0.977 k4 0.978 k4 0.967 k3
11 0.958 �1=2 0.958 �1=2 0.893 k2

12 0.943 �1=3 0.943 �1=3 0.876 �g

13 0.926 �a 0.925 �a 0.772 �1=3
14 0.909 k1 0.907 k1 0.701 �1=2
15 0.812 �g 0.812 �g 0.606 �h
16 0.194 �h 0.195 �h 0.527 �a

Tab. 7.9 : Classi�cation des techniques par coeÆcient de corr�elation lin�eaire maximum (�)

En g�en�eral, on observe (tableau 7.9) un groupe de techniques (rs, rt, c) qui ont un tr�es bon
coeÆcient de corr�elation (0:989 � � � 0:999), et un second groupe correspondant aux moyennes
alg�ebriques (�a; �g ; �h; �1=3) qui ont des coeÆcients de corr�elations plus variables et souvent plus
petits (�0:303 � � � 0:993). La formule de Kruel-Romeu est �a la fronti�ere entre ces deux groupes :
pour les petits blocs, elle appartient au premier groupe ; pour les grands blocs, elle appartient au
second groupe.

La moyenne arithm�etique et la moyenne harmonique sont �a nouveau les derni�eres techniques du
classement.

L'�etude des coeÆcients de corr�elation de rang donne les mêmes r�esultats que celle des coeÆcients
de corr�elation lin�eaire (voir tableau 7.10)

Les coeÆcients de corr�elation plus faibles pour les m�ethodes alg�ebriques proviennent du fait que
ces techniques ne prennent pas en compte l'agencement spatial des perm�eabilit�es locales. Ainsi,
deux milieux pr�esentant les mêmes perm�eabilit�es locales mais arrang�es di��eremment dans l'espace
auront toujours les mêmes moyennes alg�ebriques. Mais leurs perm�eabilit�es �equivalentes d�ependent
de l'agencement spatial et les deux milieux auront certainement deux perm�eabilit�es �equivalentes
di��erentes. Cela signi�e que si l'on fait un graphe avec la moyenne arithm�etique en abscisse et
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(a) 1 944 grands blocs, r�ef�erence = �El�ements finis

Kxx Kyy Kzz

rg. �s meth. �s meth. �s meth.

1 0.997 c 0.998 c 0.953 cmin
2 0.997 cmax 0.998 cmax 0.952 rs
3 0.997 rt 0.998 rt 0.952 rt
4 0.993 �1=2 0.996 cgeo 0.948 c

5 0.993 kr 0.994 rs 0.916 cgeo
6 0.992 cgeo 0.993 k3 0.859 kr
7 0.991 k3 0.991 kr 0.856 �g
8 0.989 rs 0.991 �1=2 0.854 cmax

9 0.986 �a 0.989 cmin 0.846 k1
10 0.986 k2 0.986 k4 0.736 �h
11 0.985 k4 0.985 k2 0.569 k3
12 0.983 cmin 0.985 �a 0.562 k4
13 0.981 �1=3 0.978 �1=3 0.549 �1=3
14 0.748 �g 0.747 �g 0.508 �1=2
15 0.496 k1 0.492 k1 0.476 k2
16 0.141 �h 0.139 �h 0.442 �a

(b) 612 grands blocs, r�ef�erence = �El�ements finis

Kxx Kyy Kzz

rg. �s meth. �s meth. �s meth.

1 0.990 cmax 0.990 k3 0.973 rt
2 0.988 c 0.990 cmax 0.972 rs
3 0.988 k3 0.988 c 0.971 cmin
4 0.986 kr 0.985 rt 0.968 c

5 0.986 rt 0.983 kr 0.941 cgeo
6 0.980 cgeo 0.979 cgeo 0.879 cmax
7 0.979 k2 0.978 k2 0.798 kr
8 0.978 rs 0.978 rs 0.753 k1
9 0.976 �a 0.976 �a 0.637 �h
10 0.975 cmin 0.974 cmin 0.628 �g
11 0.972 �1=2 0.972 �1=2 0.530 k3

12 0.953 �1=3 0.953 �1=3 0.523 k4

13 0.922 k4 0.924 k4 0.373 k2
14 0.484 �g 0.487 �g 0.110 �1=3
15 0.392 k1 0.388 k1 0.057 �1=2
16 -0.189 �h -0.186 �h 0.003 �a

(c) 612 grands blocs, r�ef�erence = Diff�erences finies

Kxx Kyy Kzz

rg. �s meth. �s meth. �s meth.

1 0.999 rt 0.998 rt 0.944 rt
2 0.998 cgeo 0.998 cgeo 0.942 rs
3 0.998 c 0.997 rs 0.940 cmin
4 0.998 rs 0.997 c 0.937 c

5 0.997 cmax 0.997 cmax 0.905 cgeo
6 0.996 cmin 0.995 cmin 0.843 cmax
7 0.991 kr 0.992 kr 0.832 kr
8 0.958 k3 0.962 k3 0.792 k1
9 0.957 �a 0.956 �a 0.673 �h
10 0.955 �1=2 0.955 �1=2 0.669 �g

11 0.953 k2 0.954 k2 0.529 k3
12 0.941 �1=3 0.941 �1=3 0.523 k4

13 0.871 k4 0.873 k4 0.400 k2
14 0.487 �g 0.490 �g 0.130 �1=3
15 0.448 k1 0.448 k1 0.075 �1=2
16 -0.180 �h -0.176 �h 0.019 �a

(d) 67 584 petits blocs, r�ef�erence = �El�ements finis

Kxx Kyy Kzz

rg. �s meth. �s meth. �s meth.

1 0.999 rt 0.999 rt 0.998 cmin
2 0.998 c 0.999 c 0.998 rs
3 0.998 cmax 0.998 cmax 0.997 rt
4 0.998 kr 0.998 cgeo 0.997 c

5 0.997 cgeo 0.997 kr 0.993 kr
6 0.996 rs 0.997 rs 0.993 cgeo
7 0.996 k3 0.995 k3 0.989 k1
8 0.994 cmin 0.994 cmin 0.980 cmax
9 0.993 k2 0.993 k2 0.959 k3
10 0.987 k4 0.987 k4 0.959 k4
11 0.983 �1=2 0.983 �1=2 0.884 �g

12 0.976 �a 0.975 �a 0.873 k2
13 0.960 �1=3 0.960 �1=3 0.771 �1=3
14 0.945 k1 0.944 k1 0.702 �1=2
15 0.811 �g 0.811 �g 0.680 �h
16 0.255 �h 0.254 �h 0.580 �a

Tab. 7.10 : Classi�cation des techniques par coeÆcient de corr�elation de rang maximum (�s)

la valeur de r�ef�erence en ordonn�ee, il y aura deux points distincts pour les deux milieux. En
prolongeant le raisonnement �a de nombreux milieux ayant des structures spatiales di��erentes, la
non prise en compte de l'agencement spatial par les moyennes alg�ebriques entrâ�ne une dispersion
du nuage de points et donc un coeÆcient de corr�elation inf�erieur �a 1. Ce ph�enom�ene ne peut
s'observer que si les milieux �etudi�es ont une variabilit�e d'agencement spatial suÆsante, ce qui
n'est g�en�eralement pas le cas avec les milieux log-normaux isotropes sur lesquels sont bas�ees de
nombreuses �etudes.

Les trois techniques de renormalisation prennent en compte de fa�con approch�ee cet agencement
spatial, et il n'est donc pas �etonnant que la dispersion soit r�eduite et que les coeÆcients de
corr�elation soient plus proches de 1.

La formule de Kruel-Romeu est �a la fronti�ere car elle prend en compte l'agencement spatial (en
utilisant les bornes de Cardwell et Parsons) avec moins de �nesse que les trois autres techniques.
Ainsi pour les petits blocs, le r�esultat est bon, mais pour les grands blocs et pour Kzz, le r�esultat
est moins bon.
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7.6.3 E�et de la valeur de r�ef�erence

Comme on peut le noter sur les tableaux pr�esent�es pr�ec�edemment, les classements ne sont pas tout
�a fait identiques selon la valeur de r�ef�erence (�el�ements �nis ou di��erences �nies). Cette observation
doit être mod�er�ee par le fait que les di��erences sont faibles : il s'agit essentiellement d'interversion
entre deux techniques. Il semble donc que le choix de la valeur de r�ef�erence calcul�ee avec HIGHDEN
ou TRIMULEC ne soit pas d'une importance majeure dans le classement des techniques rapides.

7.6.4 �Etude des nuages de points

Les �gures 7.8, 7.9, 7.10 et 7.11 pr�esentent les nuages de points. Sur chaque diagramme, un point
repr�esente un milieu synth�etique, ses coordonn�ees sont x = la perm�eabilit�e �equivalente calcul�ee
par une m�ethode rapide et y = la perm�eabilit�e �equivalente calcul�ee avec TRIMULEC2. La couleur
des points correspond au type de milieu synth�etique : le rouge correspond aux milieux HERESIM

ayant une longue port�ee ; le bleu fonc�e correspond aux milieux HERESIM ayant une courte port�ee ;
le vert correspond aux milieux Bool�eens ayant des inclusions ellipso��dales ; le bleu clair correspond
aux milieux Bool�eens ayant des inclusions sinuso��dales. En raison de l'importance de l'anisotropie,
des graphes s�epar�es pour Kxx, Kyy et Kzz ont �et�e r�ealis�es. Les graphes pour Kxx et Kyy �etant
tr�es similaire, nous ne montrons que les graphes pour Kxx et Kzz.

Ces diagrammes montrent clairement la di��erence entre les techniques dont le nuage de points est
dispers�e ou non et con�rme les classements �etablis �a partir des coeÆcients de corr�elation lin�eaire.
En particulier, il devient clair que pour Kzz pour les grands blocs, aucune technique ne donne de
r�esultat satisfaisant (�gure 7.9).

De plus, les nuages de points permettent de v�eri�er visuellement les bornes th�eoriques. Sur les
graphes concernant les bornes de Wiener (�a et �h) et ceux relatifs aux bornes de Cardwell et
Parsons (k1 et k2) on observe e�ectivement que les points sont toujours du bon côt�e de la droite
y = x et que les in�egalit�es �h < Kref < �a et k1 < Kref < k2 sont v�eri��ees dans tous les cas.

Comme nous l'attendions, les valeurs cmin et cmax pr�esentent un �ecart plus faible que les bornes de
Cardwell et Parsons, mais n'encadrent pas forc�ement la perm�eabilit�e de r�ef�erence. Dans certains cas
cmin et cmax peuvent être inf�erieures toutes les deux �a la perm�eabilit�e de r�ef�erence (�gures 7.11 (l)
et 7.11 (m)), mais, compte tenu du biais possible de la valeur de r�ef�erence, nous ne pouvons pas
conclure que cmin et cmax ne sont pas des bornes.

L'utilisation des couleurs sur les graphes permet d'identi�er les milieux appartenant aux di��erents
mod�eles g�eostatistiques. Elle met en valeur la n�ecessit�e d'utiliser plusieurs mod�eles g�eostatistiques
di��erents pour tester la robustesse des m�ethodes de changement d'�echelle. En e�et, on constate
par exemple sur la �gure 7.9 (c) que la moyenne g�eom�etrique donne de bons r�esultats pour les
milieux bool�eens (les points verts) mais donne de mauvais r�esultats pour les milieux HERESIM

(points rouges).

Les graphes permettent �egalement de distinguer les di��erents contrastes de perm�eabilit�e utilis�es
pour les milieux bool�eens. Cela est particuli�erement clair sur la �gure 7.11 (a), o�u l'on voit
nettement trois nuages verts s�epar�es qui correspondent aux trois contrastes de perm�eabilit�e :
Kmin=Kmax = 1000; 100, et 10 pour les mêmes structures de milieu.

Une �etude encore plus d�etaill�ee des graphes correspondant aux grands blocs montre que les milieux
engendr�es avec le même mod�ele g�eostatistique et avec les mêmes param�etres sont regroup�es en
paquets align�es.

2Les mêmes �gures ont �et�e �egalement r�ealis�ees avec la perm�eabilit�e de r�ef�erence calcul�ee par di��erences �nies et
montrent les même r�esultats
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Fig. 7.8 : Nuage de points Kxx

ref = f(Kxx

rapide) pour toutes les techniques rapides test�ees, 1 944 grands

blocs, r�ef�erence = �el�ements �nis

138



7.6 { R�esultats

0.1

1

10

100

1000

0.1 1 10 100 1000

(a) �h

0.1

1

10

100

1000

0.1 1 10 100 1000

(b) �a

0.1

1

10

100

1000

0.1 1 10 100 1000

(c) �g

0.1

1

10

100

1000

0.1 1 10 100 1000

(d) �1=2

0.1

1

10

100

1000

0.1 1 10 100 1000

(e) �1=3

0.1

1

10

100

1000

0.1 1 10 100 1000

(f) k1

0.1

1

10

100

1000

0.1 1 10 100 1000

(g) k2

0.1

1

10

100

1000

0.1 1 10 100 1000

(h) k3

0.1

1

10

100

1000

0.1 1 10 100 1000

(i) k4

0.1

1

10

100

1000

0.1 1 10 100 1000

(j) kr

0.1

1

10

100

1000

0.1 1 10 100 1000

(k) cgeo

0.1

1

10

100

1000

0.1 1 10 100 1000

(l) cmax

0.1

1

10

100

1000

0.1 1 10 100 1000

(m) cmin

0.1

1

10

100

1000

0.1 1 10 100 1000

(n) c

0.1

1

10

100

1000

0.1 1 10 100 1000

(o) rs

0.1

1

10

100

1000

0.1 1 10 100 1000

(p) rt

Fig. 7.9 : Nuage de points Kzz

ref = f(Kzz

rapide) pour toutes les techniques rapides test�ees, 1 944 grands

blocs, r�ef�erence = �el�ements �nis
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Fig. 7.10 : Nuage de points Kxx

ref = f(Kxx

rapide) pour toutes les techniques rapides test�ees, 67 584 petits

blocs, r�ef�erence = di��erences �nies
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Fig. 7.11 : Nuage de points Kzz

ref = f(Kzz

rapide) pour toutes les techniques rapides test�ees, 67 584 petits

blocs, r�ef�erence = di��erences �nies

141



Chapitre 7 { Comparaison des m�ethodes rapides

7.6.5 Synth�ese

Pour qu'une technique soit �able il faut qu'elle donne des r�esultats corrects quelle que soit la taille
des blocs, quelle que soit l'anisotropie et quel que soit le mod�ele g�eologique employ�e.

On peut tenter de r�esumer les observations concernant la �abilit�e des di��erentes techniques �a l'aide
de leur repr�esentation dans l'espace des crit�eres de pr�ecision (�gure 7.12). Dans ces repr�esentations,
un point correspond �a une technique et ses coordonn�ees sont le biais relatif et le coeÆcient de
corr�elation lin�eaire. Plus le point est proche du coin en haut �a gauche (e = 0, � = 1), plus la
technique est pr�ecise. Pour qu'une technique soit d�eclar�ee �able, il faut qu'elle ne s'�eloigne jamais
trop du point id�eal, lorsque les conditions du test changent.

La �gure 7.12 permet de visualiser l'e�et de l'anisotropie en �etudiant comment les techniques se
d�eplacent dans le graphe lorsque l'on passe de Kxx (colonne de gauche) �a Kzz (colonne de droite),
et l'e�et de la taille du bloc lorsque l'on passe de la ligne du haut �a la ligne du bas.
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Fig. 7.12 : Fiabilit�e des techniques (r�ef�erence = �el�ements �nis).
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E�et de la taille des blocs

La comparaison des �gures 7.12 (a) et 7.12 (c) montre que l'e�et de la taille des blocs sur les
estimations de la perm�eabilit�e en x est nul : le classement est inchang�e. En revanche, les �-
gures 7.12 (b) et 7.12 (d) montrent que la taille des blocs inue sur les classements obtenus �a
partir des perm�eabilit�es verticales : on note une nette d�egradation de la pr�ecision de toutes les
techniques pour les grands blocs, la chute la plus importante a lieu pour kr.

On constate l'existence de quelques exceptions. Par exemple la moyenne de puissance 1/2 �1=2 se
r�ev�ele nettement plus pr�ecise pour les grands blocs que pour les petits blocs.

Plusieurs interpr�etations de ces faits sont possibles. Mais, notons tout d'abord que les di��erences
principales entre les grands blocs et les petits blocs sont les suivantes :
{ le rapport entre la taille des h�et�erog�en�eit�es (port�ee des mod�eles HERESIM, taille des inclusions)
et la taille du domaine est plus grand pour les petits blocs que pour les grands ;

{ le nombre de mailles dans les petits blocs (2 048) est plus faible que pour les grands blocs
(1 048 576) ;

{ d'un point de vue exp�erimental, nous avons moins de donn�ees sur les grands blocs (1 944
exp�eriences) que sur les petits blocs (67 584).

L'erreur qui augmente pour Kzz avec la taille des blocs peut être due �a l'algorithme r�ecursif
utilis�e dans les algorithmes de renormalisation. Les grands blocs ayant un nombre de mailles plus
grand que les petits blocs, le nombre d'approximations r�ealis�ees �a chaque �etape de l'algorithme
de renormalisation augmente. Cette erreur d'approximation serait alors plus importante dans la
direction z que dans les deux autres directions, on aborde ici l'e�et de l'aplatissement qui sera
discut�e dans la section suivante.

Le manque de donn�ees exp�erimentales pour les grands blocs peut expliquer le r�esultat de �1=2.

La con�rmation ou le rejet de ces hypoth�eses n�ecessiterait de nouvelles exp�erimentations num�eriques.

E�et de l'anisotropie

La comparaison des �gures 7.12 (a) et 7.12 (b), et la comparaison des �gures 7.12 (b) et 7.12 (d)
montrent que pour les deux tailles de blocs, l'e�et de l'anisotropie est important : les classements
sont modi��es. On observe une d�egradation quasi-syst�ematique de la pr�ecision des di��erentes tech-
niques. Cela est tr�es clair pour les moyennes alg�ebriques. Les trois renormalisations sont les tech-
niques qui s'�ecartent le moins du point id�eal (e = 0; � = 1). Et on retrouve le comportement
interm�ediaire de la formule de Kruel-Romeu.

Pour interpr�eter ces observations, notons que l'origine de l'anisotropie est double : elle est due
�a l'aplatissement des mailles �el�ementaires de la grille et �a l'agencement spatial des perm�eabilit�es
locales en strates de même perm�eabilit�e. De plus pour les milieux bool�eens avec des inclusions
sinuso��dales, la forme de l'inclusion provoque une anisotropie entre les directions x et y.

D'un point de vue physique l'e�et de l'anisotropie est de modi�er le champs de vitesse. Assez
grossi�erement, si l'on consid�ere une maille d�eform�ee de faible perm�eabilit�e : elle sera travers�ee si
l'�ecoulement est perpendiculaire �a la direction d'aplatissement (�gure 7.13 b) et l'�ecoulement la
contournera si elle est allong�ee dans la direction d'�ecoulement (�gure 7.13 c).

Ainsi, c'est lorsque l'�ecoulement est le plus �eloign�e d'un �ecoulement parall�ele que les techniques
de changement d'�echelle sont les moins pr�ecises.

En ce qui concerne l'anisotropie horizontale pour les milieux bool�eens, nous avons calcul�e le biais
relatif et les coeÆcients de corr�elation s�epar�ement pour les milieux �a inclusions ellipso��dales et
sinuso��dales. Cela nous permet d'�etudier l'e�et de l'anisotropie horizontale sur la classi�cation des
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Fig. 7.13 : Inuence de l'anisotropie due �a la g�eom�etrie du maillage sur le champ de vitesse.

144



7.7 { Conclusion

m�ethodes rapides. Les r�esultats de ces calculs sont pr�esent�es sur la �gure 7.14. On observe que
la pr�ecision de l'ensemble des techniques se d�egrade pour les milieux �a inclusions sinuso��dales. En
particulier la renormalisation standard devient nettement moins pr�ecise que la renormalisation
tensorielle, la renormalisation simpli��ee ou la formule de Kruel-Romeu.
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Fig. 7.14 : Inuence de l'anisotropie horizontale, due �a la g�eom�etrie des inclusions, sur la classi�cation

des m�ethodes de changement d'�echelle pour les petits blocs bool�eens.

7.7 Conclusion

Huit techniques rapides pour estimer la perm�eabilit�e �equivalente d'un milieu h�et�erog�ene quel-
conque ont �et�e test�ees �a partir d'exp�eriences num�eriques sur des milieux synth�etiques. Les milieux
synth�etiques ont �et�e construits par Ga�elle Le Loc'h en utilisant deux mod�eles g�eostatistiques : les
Gaussiennes Seuill�ees (logiciel HERESIM) et le mod�ele Bool�een. Pour une partie des milieux, la
perm�eabilit�e de r�ef�erence a �et�e calcul�ee par di��erences �nies avec le logiciel HIGHDEN par David
GriÆn �a l'universit�e de Newcastle et pour la totalit�e des milieux la perm�eabilit�e de r�ef�erence a �et�e
calcul�ee par la m�ethode des �el�ements �nis avec le logiciel TRIMULEC dans le cadre de la pr�esente
th�ese. La comparaison des huit techniques rapides avec les deux valeurs de r�ef�erence possibles et
aux deux �echelles consid�er�ees a donn�e les r�esultats suivants.

 Les m�ethodes alg�ebriques montrent quasiment toujours une dispersion importante. Cela signi�e
qu'elles ne fournissent pas d'estimations �ables, car même si dans certains cas ces estimations
sont correctes, le risque d'erreur est important. Nous d�econseillons donc l'utilisation de ce type de
formule dans le cas g�en�eral.

Parmi les quatre techniques restantes, nous rejetons la technique de Kruel-Romeu qui est la moins
�able pour estimer la perm�eabilit�e perpendiculairement �a la strati�cation r�esultant de l'aplatisse-
ment des mailles et de l'anisotropie des longueurs de corr�elation. On retrouve l�a le r�esultat esquiss�e
lors du test pr�eliminaire du chapitre 5. Nous rejetons �egalement la renormalisation standard qui
est la moins �able pour l'estimation de la perm�eabilit�e horizontale.

 Les deux techniques restantes sont la renormalisation tensorielle et la renormalisation simpli��ee.
Elles ressortent du test comme les techniques les plus �ables.
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En particulier, elles donnent des estimations de la perm�eabilit�e horizontale pour les grands blocs
et des perm�eabilit�es verticale et horizontale pour les petits blocs tr�es voisines des perm�eabilit�es de
r�ef�erence. Toutefois, elles ne sont pas toujours pr�ecises. Par exemple, l'erreur est importante pour
la perm�eabilit�e verticale pour les grands blocs, mais les autres techniques donnent des r�esultats
encore plus erron�es. De plus, il est possible que d'autres techniques rapides n'ayant pas �et�e test�ees
dans le cadre de cette th�ese pr�esentent une meilleure �abilit�e.

 Le gain en temps calcul permis par l'utilisation des renormalisations tensorielle et simpli��ee est
important. La renormalisation simpli��ee permet d'estimer la perm�eabilit�e �equivalente environ 200
fois plus rapidement que ne le permet la r�esolution compl�ete de l'�equation de la di�usivit�e par une
technique num�erique (sp�ecialement d�edi�ee �a des calculs intensifs) et la renormalisation tensorielle
est quant �a elle environ 50 fois plus rapide que la technique num�erique. Cet argument nous am�ene
donc �a proposer l'emploi de la renormalisation simpli��ee, au moins dans tous les cas o�u les termes
non diagonaux du tenseur de perm�eabilit�e ne sont pas n�ecessaires. Lorsque ce n'est pas le cas (axes
d'anisotropie clairement non parall�eles aux axes du maillage) nous conseillons l'utilisation de la
renormalisation tensorielle.
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Chapitre 8

Application aux �ecoulements diphasiques

Un test num�erique

Les principaux utilisateurs des m�ethodes de calcul de la perm�eabilit�e �equivalente sont

pour l'instant les compagnies p�etroli�eres. De plus, dans d'autres domaines n�ecessitant la

mod�elisation d'�ecoulements polyphasiques, comme par exemple le stockage de gaz naturel,

les techniques de mod�elisation g�eologique et de changement d'�echelle sont amen�ees �a se

d�evelopper. Il nous a donc sembl�e important de tester la renormalisation simpli��ee dans

le cas d'�ecoulements mettant en jeu au moins deux phases.

Comme dans le chapitre pr�ec�edent, nous avons compar�e les r�esultats obtenus par la

renormalisation simpli��ee �a une r�ef�erence calcul�ee par simulation num�erique et aux

r�esultats obtenus par di��erentes techniques. Mais ici, le temps calcul n�ecessaire ne nous

a pas permis d'e�ectuer un test qui ait une signi�cation statistique. Nous avons �etudi�e

en d�etail deux cas de milieux h�et�erog�enes bi-dimensionnels : un milieu p�eriodique et un

milieu binaire. Les conditions d'�ecoulement sont de type quart de �ve-spot et l'on n�eglige

l'e�et de la pression capillaire.

Contrairement �a la plupart des tests pr�esent�es dans la litt�erature, nous avons quanti��e

l'erreur de chaque m�ethode par rapport �a la r�ef�erence. Les classements ainsi obtenus,

dans le cas du milieu p�eriodique (x 8.3) et dans le cas du milieu binaire (x 8.4), ne nous
permettent pas de conclure que la renormalisation simpli��ee est meilleure ou pire que les

autres techniques. Ces r�esultats mettent, toutefois, en �evidence la n�ecessit�e de calculer

des perm�eabilit�es relatives �equivalentes et montrent l'importance du choix du milieu et

des conditions aux limites dans la conception du test.

Mais auparavant (x 8.1), nous rappelons les �equations des �ecoulements polyphasiques et

les principales approches permettant le changement d'�echelle pour ce type d'�ecoulement.

Nous d�e�nissons ensuite (x 8.2) les outils, les m�ethodes et la terminologie qui seront

utilis�es pour les deux cas tests.
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8.1 Th�eorie

8.1.1 �Equations ph�enom�enologiques macroscopiques

Pour d�ecrire les �ecoulements polyphasiques, les �equations les plus couramment utilis�ees sont les
�equations introduites par Wycko� and Botset (1936) sur des bases exp�erimentales. On en trouvera
une description d�etaill�ee dans Marle (1972). L'�equation de base est une �equation reliant la vitesse
de la phase i �a son gradient de pression. C'est l'�equation de Darcy g�en�eralis�ee, fr�equemment
d�enomm�ee sch�ema de Muskat (Muskat, Wycko�, Botset, and Meres 1937) :

v
i = �kki

r
(si)

�i

�
grad pi + �ig grad z

�
(8.1)

Cette �equation se di��erencie de la loi Darcy par la pr�esence du facteur multiplicatif kir(s
i) : la

perm�eabilit�e relative, qui d�epend de la phase (i) consid�er�ee et de la saturation du uide (si).
C'est une grandeur adimensionnelle, habituellement comprise entre 0 et 1. Nous rappelons que la
saturation est d�e�nie comme le volume occup�e par le uide de la phase consid�er�ee sur le volume
des pores.

si =
V uide i

V pores
(8.2)

La loi de Darcy g�en�eralis�ee est parfois sujette �a discussion ; plusieurs auteurs sugg�erent notam-
ment qu'il y ait un couplage des �equations correspondant �a chaque phase par l'interm�ediaire de
perm�eabilit�es crois�ees (Zapata and Lake 1981; Kalaydjian 1987). Bien qu'ayant conscience de ce
probl�eme, nous ne l'avons pas pris en compte dans cette �etude.

On dispose �egalement d'une �equation de conservation pour chaque phase, suppos�ee incompressible :

div vi = �!@s
i

@t
(8.3)

avec ! qui repr�esente la porosit�e du milieu ; et d'une relation de continuit�e entre les phases pour
un volume de pore totalement occup�e. Pour un �ecoulement diphasique on a :

s1 + s2 = 1 ) s = s1 = 1� s2 (8.4)

En�n, si l'on n�eglige l'e�et de la pression capillaire, on a �egalit�e entre les pressions des phases :

p1 = p2 = p (8.5)

Finalement les variables d'un probl�eme d'�ecoulement diphasique sans pression capillaire sont la
saturation s = s1 en uide 1, la pression p et les vitesses de chaque uide v1 et v2.

8.1.2 �Equations ph�enom�enologiques m�egascopiques

�Equations homog�enes

La th�eorie de l'homog�en�eisation (Bourgeat 1984; S�aez et al. 1989; Amaziane 1993; Bourgeat 1996)
et la th�eorie de la prise de moyenne avec fermeture (Quintard and Whitaker 1988; Quintard and
Whitaker 1990a; Quintard and Whitaker 1990b) permettent de d�emontrer que l'�ecoulement poly-
phasique �a l'�echelle m�egascopique est r�egi par une loi de Darcy g�en�eralis�ee, analogue �a celle de
l'�echelle macroscopique.

V
i = �KKi

r
(Si)

�i

�
gradP i + �ig grad z

�
(8.6)
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Ces d�emonstrations supposent que la loi de Darcy g�en�eralis�ee est valide �a l'�echelle macroscopique,
que la taille des h�et�erog�en�eit�es est petite devant la taille du domaine et que l'�ecoulement est
quasi-permanent (pour la th�eorie de la prise de moyenne spatiale).

Avec l'hypoth�ese suppl�ementaire o�u les perm�eabilit�es relatives macroscopiques sont constantes
dans l'espace, ces auteurs d�emontrent que les perm�eabilit�es relatives m�egascopiques sont identiques
aux perm�eabilit�es relatives macroscopiques.

Ki

r
(Si) = ki

r
(si) (8.7)

Ils d�emontrent �egalement que la perm�eabilit�e absolue m�egascopique s'exprime �a l'aide d'un syst�eme
d'�equations di��erentielles identique �a celui permettant de d�eterminer la perm�eabilit�e �equivalente
dans le cas d'un �ecoulement monophasique (voir par exemple l'�equation 3.21, page 37).

Pour changer d'�echelle, dans le cas d'�ecoulements polyphasiques, de nombreux auteurs (Amaziane
et al. 1991; Njifenjou 1994; Durlofsky et al. 1994; Badea and Bourgeat 1995) se basent sur ces
r�esultats th�eoriques et se limitent au calcul de la perm�eabilit�e absolue �equivalente.

Cette approche semble donner de bons r�esultats tant que les hypoth�eses sous-jacentes sont ap-
proximativement v�eri��ees. Nous constatons toutefois, dans les exp�eriences num�eriques de Ama-
ziane et al. (1991), qu'il peut y avoir une nette d�egradation des r�esultats lorsque la taille des
h�et�erog�en�eit�es n'est pas tr�es petite par rapport �a la taille du domaine.

Pseudo-fonctions de perm�eabilit�e relative

Une approche radicalement di��erente est de supposer que la loi de Darcy g�en�eralis�ee (�equation 8.6)
s'applique �a l'�echelle m�egascopique, mais que les perm�eabilit�es relatives sont di��erentes aux deux
�echelles. Lors du changement d'�echelle, les perm�eabilit�es relatives sont utilis�ees dans un mod�ele
num�erique dont le nombre de mailles est r�eduit. Les perm�eabilit�es relatives sont alors d�etermin�ees,
par calage, de fa�con �a compenser les erreurs num�eriques r�esultant de la discr�etisation grossi�ere.
Pour indiquer qu'il s'agit de courbes utilis�ees comme des perm�eabilit�es relatives, mais que ce n'en
sont pas r�eellement, l'usage est de les d�enommer pseudo-fonctions de perm�eabilit�e relative.

En pratique, une pseudo-fonction di��erente est calcul�ee pour chaque maille du maillage grossier.
Le principe g�en�eral du calcul des pseudo-fonctions est le suivant. La partie du maillage �n cor-
respondant �a la maille grossi�ere est isol�ee. On simule un �ecoulement diphasique sur ce bloc. Puis
le bloc h�et�erog�ene est remplac�e par une maille unique, soumise aux même conditions aux limites
que le bloc. Sa perm�eabilit�e relative est ajust�ee pour que le r�esultat de la simulation sur la maille
unique soit le plus proche possible de celui obtenu sur le bloc h�et�erog�ene. Plusieurs variantes de
la m�ethode existent (Kyte and Berry 1975; Kossack, Aasen, and Opdal 1989; Stone 1991; Mugge-
ridge 1991) ; nous renvoyons �a Abbaszadeh (1995) ou Fayers and Hewett (1992) pour une synth�ese
bibliographique.

Perm�eabilit�e relative �equivalente

Une approche interm�ediaire consiste �a supposer que la loi de Darcy g�en�eralis�ee est valide �a l'�echelle
m�egascopique et qu'il faut calculer une perm�eabilit�e relative �equivalente ayant une signi�cation
physique (ind�ependante du biais num�erique).

Cette approche se distingue de l'approche par �equations homog�enes car même si la perm�eabilit�e
relative est homog�ene �a l'�echelle macroscopique, une h�et�erog�en�eit�e de perm�eabilit�e absolue peut
provoquer une di��erence entre les perm�eabilit�es relatives macroscopiques et m�egascopiques.
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Deux techniques ont �et�e propos�ees pour calculer les perm�eabilit�es relatives �equivalentes. Mug-
geridge (1991) propose de simuler num�eriquement une exp�erience de mesure de la perm�eabilit�e
relative et d'interpr�eter le r�esultat comme on le ferait s'il s'agissait d'une exp�erience de laboratoire.
Il utilise pour cela la m�ethode graphique de Jones and Roszelle (1978). King, Muggeridge, and
Price (1993) proposent une m�ethode rapide de type renormalisation.

L'approche choisie

Nous avons adopt�e initialement le point de vue de la th�eorie des �equations homog�enes en ne
calculant que les perm�eabilit�es absolues �equivalentes. Nous nous sommes alors aper�cus que nous
�etions incapables de reproduire le comportement des uides dans le milieu h�et�erog�ene avec un
milieu homog�ene �equivalent dont seule la perm�eabilit�e absolue avait �et�e modi��ee.

Nous pensons donc qu'il est n�ecessaire de calculer des perm�eabilit�es relatives �equivalentes pour
pouvoir faire un changement d'�echelle complet, et nous partageons ainsi les points de vue de
Muggeridge (1991) et de King et al. (1993).

Toutefois, le but de la th�ese n'�etant pas de r�esoudre le probl�eme du calcul des perm�eabilit�es
relatives �equivalentes, nous montrons, dans la suite de ce chapitre et pour les deux cas tests, deux
s�eries de r�esultats :
{ ceux obtenus sans modi�er les perm�eabilit�es relatives et en utilisant di��erentes m�ethodes de
calcul de la perm�eabilit�e �equivalente absolue ;

{ ceux obtenus en modi�ant la perm�eabilit�e relative �equivalente et en utilisant la perm�eabilit�e
absolue calcul�ee par renormalisation simpli��ee.

La m�ethode utilis�ee pour calculer la perm�eabilit�e relative �equivalente est pr�esent�ee dans le para-
graphe 8.2.3.

8.2 Outils et m�ethodes

8.2.1 Le mod�ele num�erique SUNIDJ

Toutes les simulations diphasiques pr�esent�ees dans ce chapitre ont �et�e r�ealis�ees par Alain Genty
�a l'aide du mod�ele num�erique SUNIDJ d�evelopp�e au Centre d'Informatique G�eologique (Fran�cois
1993). Il est bas�e sur une m�ethode aux �el�ements �nis mixtes en pression et discontinus en satu-
ration. Les �el�ements �nis mixtes r�esolvent simultan�ement le champ de pression et de vitesse, ce
qui permet de bien d�ecrire le champ de vitesse, y compris dans des milieux pr�esentant de forts
contrastes de perm�eabilit�e absolue (Mos�e et al. 1994; Durlofsky 1994). Les �el�ements �nis disconti-
nus en saturation permettent la simulation de fronts abrupts de concentration. Ces caract�eristiques
rendent le mod�ele particuli�erement adapt�e �a la mod�elisation des interfaces en mouvement. On no-
tera de plus que le mod�ele a r�ecemment fait l'objet d'une validation par confrontation �a des
exp�eriences de laboratoire (Genty 1996).

8.2.2 Le quart de �ve-spot

Les simulations sont r�ealis�ees avec des conditions aux limites du type de celles utilis�ees dans le
domaine p�etrolier, ou plus g�en�eralement dans tout dispositif d'injection-pompage permettant l'ex-
traction d'un uide d'un milieu poreux1. Le dispositif consiste en un ensemble de puits d'injection

1Il peut s'agir par exemple d'un dispositif de nettoyage de sol pollu�e, voir par exemple Sch�afer and Kinzelbach
(1996)
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et de puits de soutirage dispos�es alternativement aux mailles d'une grille r�eguli�ere (�gure 8.1). On
peut d�emontrer que si le milieu est homog�ene, l'�etude d'une cellule �el�ementaire carr�ee, avec un
puits d'injection et un puits de soutirage dans deux coins oppos�es et des conditions de ux nul
sur les bords, est suÆsante pour d�ecrire le syst�eme. C'est cette cellule �el�ementaire avec ce type de
conditions aux limites qui est d�enomm�e :quart de �ve-spot.

Puits de production

Puits d’injection

Quart de five−spot

Champ captant

Fig. 8.1 : Conditions aux limites de type quart de �ve-spot.

Dans le domaine p�etrolier, on extrait plusieurs informations synth�etiques des simulations r�ealis�ees
sur les quarts de �ve-spot :
{ Le temps de perc�ee est le temps �a partir duquel on commence �a extraire du uide inject�e au
niveau du puits de production.

{ L'historique de pression est la courbe qui repr�esente la variation de la pression dans le puits
d'injection au cours du temps.

{ La courbe de water cut repr�esente le rapport du ux de uide inject�e (eau dans un contexte
p�etrolier) sortant du puits de production sur le ux total sortant (uide inject�e et uide en
place : eau et huile), en fonction du temps ou du nombre de volumes de pore inject�es2.

{ En�n, la courbe de production repr�esente le volume cumul�e d'huile r�ecup�er�ee au puits de pro-
duction en fonction du temps ou du nombre de volumes de pore inject�es.

Ces informations synth�etiques sont utilis�ees par la suite pour comparer les r�esultats des simulations
sur les milieux homog�en�eis�es et sur le milieu h�et�erog�ene.

8.2.3 Calcul de la perm�eabilit�e relative �equivalente

Nous utilisons une technique qui consiste �a inverser le r�esultat de la simulation num�erique sur le
milieu h�et�erog�ene soumis aux conditions aux limites de type quart de �ve-spot.

Nous supposons que la loi de Darcy g�en�eralis�ee est valable �a l'�echelle m�egascopique pour chaque
phase i entre les puits d'injection et de production. Comme l'�ecoulement est horizontal, nous ne
prenons pas en compte le terme en grad z. Le gradient de pression est �egal �a la di��erence de
pression entre les puits d'injection et de production, divis�ee par la distance l les s�eparant.

V i = �KKi
r
(Si)

�i

�P

l
(8.8)

Lors de la simulation de l'�ecoulement sur le milieu h�et�erog�ene, on peut d�e�nir �a chaque date :
{ Si la saturation moyenne sur le �ve-spot, obtenue comme la moyenne des saturations aux n�uds
du maillage (la porosit�e est constante dans le domaine) ;

{ �P la perte de pression entre l'entr�ee et la sortie du �ve-spot ;
{ V i la vitesse moyenne de la phase i suivant l'axe entr�ee-sortie sur le �ve-spot, obtenue comme
la moyenne des vitesses projet�ees sur l'axe entr�ee-sortie.

2Le volume de pore inject�e est le rapport du volume inject�e sur le volume poreux total du milieu.
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Au cours du d�eplacement, Si prendra toutes les valeurs possibles. Connaissant �i et l la distance
entre les puits d'entr�ee et de sortie, on peut obtenir pour chaque date un couple Si-KKi

r(Si).
La perm�eabilit�e absolue �equivalente (K) est d�etermin�ee par ailleurs, on obtient ainsi une s�erie
de points Ki

r
= f(Si). La derni�ere �etape consiste �a ajuster une courbe analytique du type loi de

Corey (Kr(S) = aSb ou Kr(S) = a(1� S)b selon la phase consid�er�ee) aux points exp�erimentaux.

Pour le deuxi�eme cas test (celui qui pose le plus de diÆcult�es), nous avons �egalement r�ealis�e des
simulations en faisant varier syst�ematiquement la perm�eabilit�e relative �equivalente a�n d'�evaluer
l'e�et de la modi�cation des perm�eabilit�es relatives sur le r�esultat apr�es changement d'�echelle.

8.2.4 Les crit�eres de comparaison

L'�etude bibliographique succincte qui a �et�e men�ee montre que les techniques de changement
d'�echelle (perm�eabilit�e absolue, pseudo-fonctions, etc.) sont le plus souvent compar�ees en tra�cant
les courbes de production ou de water cut de la solution de r�ef�erence et des solutions obtenues
avec chaque technique. La s�election de la meilleure technique se fait visuellement sur ces graphes.
Les champs de saturation sont parfois dessin�es et sont �egalement compar�es visuellement.

Nous nous proposons de mener une comparaison plus d�etaill�ee qui permette de quanti�er les
di��erences entre les m�ethodes puis de les classer sur la base de crit�eres num�eriques. �A cette �n,
nous utilisons des erreurs quadratiques moyennes pour mesurer la distance entre la r�ef�erence et le
r�esultat d'une m�ethode donn�ee.

D'autre part, il nous est apparu indispensable d'utiliser toute l'information disponible : c'est-�a-dire
les champs de pression, de saturation, et de vitesse et pas uniquement les courbes aux puits. En
e�et ces courbes ne donnent pas, a priori, d'informations sur le comportement dans le domaine.
Leur bon ajustement est donc une condition n�ecessaire mais non suÆsante.

Pour les deux cas tests, les simulations num�eriques sur les maillages initiaux permettent le calcul
des solutions de r�ef�erence. Les simulations sont e�ectu�ees en r�egime transitoire, et leurs r�esultats
consistent en un champ de pression variable au cours du temps pref (x; y; t), un champ de saturation
sref (x; y; t) et les champs de vitesse de chaque phase veau

ref
(x; y; t) et vhuile

ref
(x; y; t).

Consid�erons une m�ethode de changement d'�echellem. L'�ecoulement est simul�e avec les param�etres
obtenus par la m�ethode m sur le même maillage que celui utilis�e pour calculer la solution de
r�ef�erence. Cela pr�esente le double avantage de pouvoir imposer exactement les mêmes conditions
aux limites sur la r�ef�erence et sur le milieu apr�es changement d'�echelle ; et de pouvoir comparer
facilement les variables d'�etat. Le r�esultat de cette simulation est comme pr�ec�edemment le champ
de pression pm(x; y; t), le champ de saturation sm(x; y; t) et les champs de vitesse de chaque phase
v
eau
m

(x; y; t) et vhuile
m

(x; y; t).

L'�ecart entre la r�ef�erence et le r�esultat de la m�ethode m est �evalu�e grâce aux erreurs quadratiques.
Les �equations 8.9 et 8.10 donnent la d�e�nition de ces crit�eres pour la pression.

L2

p
(m; t) =

1

Nx �Ny

X
x

X
y

(pm(x; y; t)� pref (x; y; t))
2 (8.9)

L2

p
(m) =

1

Nt

X
t

L2

p
(m; t) (8.10)

Les mêmes crit�eres sont �egalement d�e�nis pour la saturation L2
s
(m; t) et L2

s
(m), et pour les vitesses

L2

v1
(m; t), L2

v2
(m; t), L2

v1
(m) et L2

v2
(m).

En plus de ces crit�eres, faisant intervenir les variables d'�etats calcul�ees sur l'ensemble du domaine,
nous avons utilis�e les informations synth�etiques que sont l'historique des pressions au puits d'in-
jection, la courbe de production, la courbe de water cut et les temps de perc�ee. De même que
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8.2 { Outils et m�ethodes

pr�ec�edemment, une erreur quadratique permet de mesurer l'�ecart entre la r�ef�erence et les r�esultats
d'une m�ethode donn�ee :L2

t (m) pour le temps de perc�ee, L2

h
(m) pour l'historique de pression,

L2
w
(m) pour la courbe de water cut et L2

c
(m) pour la courbe de production.
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Chapitre 8 { Application aux �ecoulements diphasiques

8.3 Premier cas test : le milieu p�eriodique

8.3.1 Donn�ees

Pour le premier cas test, nous utilisons un milieu p�eriodique qui a servi �a Njifenjou (1994) pour
montrer l'int�erêt d'une m�ethode issue de la th�eorie de l'homog�en�eisation (voir �gure 3.24, page 61).
Ce milieu pr�esente une h�et�erog�en�eit�e de perm�eabilit�e absolue, avec un contraste de 100. En re-
vanche, les courbes de perm�eabilit�e relative sont homog�enes (identiques pour chaque faci�es) dans le
domaine. Elles sont repr�esent�ees sur la �gure 8.2, ce sont des courbes en croix avec une saturation
irr�eductible en eau de 0.275 et une saturation r�esiduelle de 0.68.

10 D1 D100 mD

(a) Champ de perm�eabilit�e

0

0.3

1

0 0.275 0.68 1

k
r(

s)

s

k1
r

k2
r

(b) Perm�eabilit�es relatives

Fig. 8.2 : Champ de perm�eabilit�e et courbes de perm�eabilit�es relatives (d'apr�es Njifenjou, 1994)

L'�epaisseur du domaine est de 6:1 m et les dimensions de la maille �el�ementaire sont de 6:7� 6:7
m2. La porosit�e vaut uniform�ement ! = 0:2. La viscosit�e du uide inject�e est de �1 = 1 � 10�3
kg.m�1.s�1 et celle du uide initialement en place de �2 = 5 � 10�3 kg.m�1.s�1.

Les conditions aux limites sont : un d�ebit impos�e de 2:38 m3.j�1 sur les deux faces ext�erieures de
la maille formant le puits d'injection ; et une pression impos�ee de 31 0275 MPa sur les deux faces
ext�erieures de la maille formant le puits de soutirage. La saturation initiale en uide inject�e dans
le domaine est impos�ee �a la valeur de la saturation irr�eductible s(t = 0; x; y) = 0:275.

8.3.2 Param�etres �equivalents

Perm�eabilit�es absolues

Le milieu h�et�erog�ene est remplac�e par un milieu homog�ene. Les techniques test�ees, pour le calcul
de la perm�eabilit�e absolue, ont �et�e d�ecrites dans les chapitres 3, 5 et 6. Il s'agit des moyennes
g�eom�etriques et de puissance 1=3 (�g et �1=3), des techniques de renormalisation standard, ten-
sorielle et simpli��ee (rs, rt et c), de la technique num�erique par r�esolution de l'�equation de la
di�usivit�e qui est not�ee n (voir chapitre 6), du General Tensor Scaling not�e g et pour le premier
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8.3 { Premier cas test : le milieu p�eriodique

cas test, de la th�eorie de l'homog�en�eisation, not�ee h, en reprenant le r�esultat de Njifenjou (1994).
On donne dans le tableau 8.1 les perm�eabilit�es absolues calcul�ees par chacune des m�ethodes. On
notera que SUNIDJ ne permet que l'emploi d'un tenseur de perm�eabilit�e absolue diagonal. Nous
avons donc utilis�e uniquement les composantes diagonales des tenseurs de perm�eabilit�e calcul�es
par les techniques de renormalisation tensorielle et d'homog�en�eisation.

nom Kxx
eq Kyy

eq M�ethode de
(10�12m2) (10�12m2) calcul

�g 1.755 1.755 moyenne g�eom�etrique
�1=3 1.980 1.980 moyenne de puissance 1/3
n 3.289 2.943 r�esolution num�erique
rs 1.625 1.451 renormalisation standard
rt 2.723 2.535 renormalisation tensorielle
c 2.921 2.706 renormalisation simpli��ee
g 3.307 3.134 General Tensor Scaling
h 1.834 1.651 homog�en�eisation d'apr�es Njifenjou (1994)

Tab. 8.1 : Milieu p�eriodique : perm�eabilit�es absolues

Perm�eabilit�e relatives

Nous rappelons que nous avons test�e la modi�cation des perm�eabilit�es relative uniquement avec
la perm�eabilit�e absolue calcul�ee par renormalisation simpli��ee.

Les perm�eabilit�es relatives �equivalentes ont �et�e calcul�ees par la m�ethode indiqu�e dans le para-
graphe 8.2.3. Deux calculs ont �et�e r�ealis�es : un sur un bloc de huit par huit mailles, un sur le do-
maine entier. La �gure 8.3 pr�esente les points exp�erimentaux obtenus et les courbes de perm�eabilit�e
relatives ajust�ees �a ces points. Ces courbes sont pr�esent�ees en fonction de la saturation eÆcace,
c'est-�a-dire la saturation norm�ee entre 0 et 1.

s =
s� sirr�eductible

sr�esiduelle � sirr�eductible

On remarque que les courbes obtenus sont peu modi��ees par rapport aux courbes initiales (les
exposants des formules de Corey sont proches de 1).

Pour distinguer ces deux r�esultats, nous d�esignerons par d la courbe de perm�eabilit�e relative
calcul�ee sur le domaine et nous d�esignerons par b la courbe de perm�eabilit�e relative obtenue sur le
bloc (voir tableau 8.2 pour les expressions analytiques). Les couples perm�eabilit�e absolue calcul�ee
par renormalisation simpli��ee-perm�eabilit�es relatives �equivalentes sont not�es cd et cb.

nom Khuile
r (s) K1

r (s) Remarques
(norm�ee) (norm�ee)

d (1� s)1:2 0:3s0:873 inversion de la r�ef�erence
b (1� s)1:35 0:3s0:9 inversion sur un bloc

Tab. 8.2 : Milieu p�eriodique : perm�eabilit�es relatives

8.3.3 Comparaison des r�esultats aux puits

Nous comparons aux puits : la courbe de water cut (�gure 8.4), la courbe de production (�gure 8.5)
et l'historique de pression (�gure 8.6). Le tableau 8.3 pr�esente l'ensemble des erreurs quadratiques
pour ces trois courbes synth�etiques et pour les temps de perc�ee.
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(b) Inversion sur un bloc (b)

Fig. 8.3 : Perm�eabilit�es relatives ajust�ees par inversion. Les croix repr�esentent les valeurs

exp�erimentales auxquelles l'expression analytique est ajust�ee. s repr�esente la saturation eÆcace.

(a) Temps de perc�ee
m�ethode temps (s) L2

t

r�ef�erence 2.917
cb 2.863 0.054
cd 2.507 0.410
g 4.047 1.130
c 4.062 1.145
h 4.067 1.150
rt 4.067 1.150
n 4.072 1.155
rs 4.072 1.155
�1=3 4.092 1.175
�g 4.092 1.175

(b) water cut
L2
watercut m

0.002730 cd
0.003193 cb
0.009506 �g
0.009507 �1=3
0.009869 rt
0.009885 h

0.010612 c

0.010633 n

0.010636 rs
0.030125 g

(c) Courbe de production
L2

production
m

0.000346 cd
0.001170 cb
0.001975 �1=3
0.001976 �g
0.001995 g

0.002146 rt
0.002151 h

0.002390 c

0.002399 n

0.002400 rs

(d) Historique de pression
L2

h
(m) m

698 h

719 rs
790 �g
1953 �1=3
4201 rt
4589 cb
4651 c

4696 cd
5270 n

5369 g

Tab. 8.3 : Classement des m�ethodes par erreur quadratique minimum sur les crit�eres au puits
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Fig. 8.4 : Courbes de water cut
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Fig. 8.5 : Courbes de production
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Fig. 8.6 : Historique de pression au puits d'injection
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Chapitre 8 { Application aux �ecoulements diphasiques

En fonction des temps de perc�ee (tableau 8.3 (a)), l'ensemble des m�ethodes test�ees peut être
divis�e en trois groupes. Le premier groupe pr�esente une erreur tr�es faible : il s'agit du cas o�u
la perm�eabilit�e relative a �et�e calcul�ee sur le bloc (cb). Le second correspond �a la technique pour
laquelle la perm�eabilit�e relative a �et�e calcul�ee par inversion sur le domaine (cd), dans ce cas l'erreur
est faible. Le troisi�eme groupe correspond aux techniques pour lesquelles la perm�eabilit�e relative
n'a pas �et�e modi��ee, pour ces m�ethodes on constate que le temps de perc�ee est toujours du même
ordre de grandeur quelle que soit la m�ethode employ�ee.

Pour la courbe de water cut, on observe sur la �gure 8.4 (a) que toutes les techniques de calcul de
la perm�eabilit�e absolue �equivalente donne des r�esultats presque identiques. En revanche, comme
le montre la �gure 8.4 (b), on observe que les modi�cations de perm�eabilit�es relatives permettent
une am�elioration de la courbe de water cut. Par comparaison des erreurs L2, on retrouve les trois
groupes pr�ec�edemment d�ecrits (tableau 8.3 (b)) : perm�eabilit�es relatives calcul�ees sur le domaine,
sur le bloc et perm�eabilit�es relatives non modi��ees. Les meilleurs r�esultats sont obtenus pour les
m�ethodes avec inversion de la courbe de perm�eabilit�e relative sur le domaine (cd) puis sur le
bloc (cb). Parmi les r�esultats obtenus sans modi�er les kr(s), le meilleur r�esultat est donn�e par
la moyenne g�eom�etrique �g et la moyenne de puissance un tiers �1=3, mais les �ecarts ne sont pas
signi�catifs.

Comme pour les courbes de water cut, les courbes de production (�gure 8.5) montrent une tr�es
faible sensibilit�e aux modi�cations des perm�eabilit�es absolues, et une am�elioration du r�esultat li�ee
�a la modi�cation des perm�eabilit�es relatives. Le classement est voisin de celui obtenu pour les
courbes de water cut (tableau 8.3 (c)) .

La �gure 8.6 montre les historiques de pression. Avant toute discussion on notera que les di��erences
entre les techniques sont toutes tr�es faibles en valeurs absolues. On constate que, contrairement
aux courbes de water cut ou aux courbes de production, l'historique de pression est sensible aux
modi�cations de la perm�eabilit�e absolue (�gure 8.6 (a)). Parmi les di��erentes techniques de cal-
cul de la perm�eabilit�e �equivalente, c'est l'homog�en�eisation h et la renormalisation standard rs qui
fournissent les meilleurs r�esultats (tableau 8.3 (d)). Le tableau 8.3 (c) ou la �gure 8.6 (b) montrent,
en�n, que les trois r�esultats calcul�es avec la même perm�eabilit�e absolue et des perm�eabilit�es re-
latives di��erentes (c, cb et cd) donnent presque le même historique de pression. Dans ce cas, la
modi�cation des perm�eabilit�es relatives ne semble donc pas modi�er le r�esultat en pression.

ref

µg µ1/3 n h

rsc rt

Fig. 8.7 : Cartes de pressions norm�ees
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8.3 { Premier cas test : le milieu p�eriodique

8.3.4 Comparaison des r�esultats dans le domaine

La comparaison des di��erents crit�eres L2(t;m) dans le domaine montre que le classement des
techniques change au cours du temps. Le nombre de �gures correspondantes est important. Nous
les avons regroup�e en Annexe G. Pour garder un point de vue synth�etique, nous ne pr�esentons ici
que les classements globaux ind�ependants du temps.

ref

µg µ1/3 n h

rsc rt

(a) t=10

ref

µg µ1/3 n h

rsc rt

(b) t=20

Fig. 8.8 : Cartes de saturation sans modi�cation des kr

A partir du champ de pression, on peut s'int�eresser d'une part aux valeurs prises et d'autre part
�a sa forme.

Pour pouvoir comparer les formes des champs de pression, ind�ependamment des valeurs prises,
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ref c cbcd

ref c cbcd

(a) t = 10

(b) t =20
Fig. 8.9 : Cartes de saturation avec modi�cations des kr

(a) Pression
L2
p m

88 rs
166 �g
194 h

227 �1=3
345 rt
369 c

374 cb
383 cd
402 n

415 g

(b) Pression norm�ee
L2
pn m

3.35 e-6 rt
3.65 e-6 c

3.68 e-6 cb
3.70 e-6 cd
3.73 e-6 �1=3
4.19 e-6 n

4.40 e-6 g

4.90 e-6 �g
5.05 e-6 h

6.78 e-6 rs

(c) Saturation
L2
s m

7.53 e-3 cb
7.82 e-3 cd
8.20 e-3 rs
8.20 e-3 n

8.21 e-3 h

8.21 e-3 c

8.21 e-3 rt
8.21 e-3 �g
8.22 e-3 �1=3
8.26 e-3 g

(d) Flux d'eau
L2
v

m

3.80 e-9 cb
3.80 e-9 cd
3.80 e-9 rs
3.80 e-9 n

3.80 e-9 h

3.80 e-9 c

3.80 e-9 rt
3.81 e-9 �g
3.81 e-9 �1=3
3.81 e-9 g

(e) Flux d'huile
L2
v

m

1.13 e-9 cb
1.14 e-9 cd
1.16 e-9 �g
1.16 e-9 �1=3
1.16 e-9 rt
1.16 e-9 c

1.16 e-9 h

1.16 e-9 n

1.16 e-9 rs
1.16 e-9 g

Tab. 8.4 : Classement des m�ethodes par erreur quadratique minimum sur les crit�eres dans le domaine

nous avons norm�e tous les champs de pression obtenus par les di��erentes m�ethodes.

pnorm�ee =
p� pmin

pmax � pmin
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8.3 { Premier cas test : le milieu p�eriodique

Du fait des conditions aux limites (pression libre et ux impos�e en entr�ee et pression impos�ee en
sortie), la pression maximale pmax dans le domaine est la pression en entr�ee, c'est-�a-dire au puits
d'injection, la pression minimum pmin est la pression impos�ee en sortie. Les cartes de pression ainsi
obtenues sont pr�esent�ees sur la �gure 8.7. On constate que, pour le milieu p�eriodique, toutes les
m�ethodes donnent des cartes tr�es voisines.

Nous avons d�ej�a vu pour l'historique de pression que la valeur de la pression en entr�ee d�epend
de la valeur de la perm�eabilit�e absolue. La comparaison des erreurs quadratiques en fonction du
temps pour les cartes de pression non norm�ees donne un classement proche de celui obtenu par la
comparaison des historiques de pression (voir �gure G.1 en Annexe).

On compare �egalement les cartes de saturation �a di��erents pas de temps (�gure 8.8 et 8.9). On
observe que le champ de saturation ne d�epend pas de la perm�eabilit�e absolue3. En revanche la
modi�cation des courbes de perm�eabilit�e relative modi�e l'allure g�en�erale du front de saturation
(�gure 8.9). On constate en particulier que la m�ethode not�ee cb, correspondant �a l'inversion des
perm�eabilit�es relatives sur un bloc, donne une bonne approximation (voir tableau 8.4 (c)). On
retrouve ensuite la m�ethode correspondant �a l'inversion sur le domaine (cd), puis les techniques
pour lesquelles la perm�eabilit�e relative n'a pas �et�e modi��ee.

Comme on peut le voir sur les �gures G.4 et G.5 en Annexe, les ux sont identiques dans le cas du
milieu p�eriodique pour toutes les techniques test�ees. En fait, le milieu apr�es changement d'�echelle
est homog�ene et le ux est �x�e par les conditions aux limites de type d�ebit impos�e �a la sortie.
Les erreurs sur les ux ne peuvent donc pas constituer dans ce cas un bon crit�ere permettant de
classer les di��erentes techniques.

8.3.5 Discussion

Le milieu p�eriodique devient un milieu homog�ene �a l'�echelle sup�erieure. Cela repr�esente un cas
relativement favorable pour le changement d'�echelle.

Dans ce cas, la renormalisation simpli��ee permet d'obtenir de bons r�esultats que ce soit pour la
restitution des informations synth�etiques au puits ou pour les champs de saturation, de vitesse et de
pression. Mais, toutes les autres techniques donnent �egalement de bons r�esultats. Ceci est dû au fait
que la perm�eabilit�e est constante dans le domaine apr�es changement d'�echelle et que les conditions
aux limites imposent le ux. Les di��erences observ�ees sont faibles. Elles concernent essentiellement
les historiques de pression au puits d'injection. Amaziane, Bourgeat, and Koebbe (1991) avaient
d�ej�a �emis la même observation pour les mêmes conditions aux limites, avec des milieux p�eriodiques
et pour un uide incompressible. Ainsi, un tel test ne suÆt pas pour di��erencier nettement les
m�ethodes de calcul de la perm�eabilit�e �equivalente.

En revanche, nous avons observ�e que la modi�cation de la perm�eabilit�e relative même si elle
semble peu importante quand on compare visuellement les perm�eabilit�es relatives macroscopiques
et m�egascopiques, permet d'am�eliorer les r�esultats, en obtenant �a la fois une bonne restitution des
champs de saturation dans le domaine et des courbes synth�etiques au puits (water cut, courbe de
production).

Ce test montre que pour changer d'�echelle avec des �ecoulements diphasiques, il est n�ecessaire
de calculer non seulement des perm�eabilit�es absolues �equivalentes correctes, mais �egalement des
perm�eabilit�es relatives �equivalentes.

3Voir �gure G.3, page 224 en Annexe, pour une v�eri�cation quantitative.
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8.4 Second cas test : le milieu binaire

8.4.1 Donn�ees

Le milieu utilis�e est un milieu h�et�erog�ene binaire pr�esentant des inclusions de faible perm�eabilit�e
orient�ees pr�ef�erentiellement selon la direction parall�ele �a l'axe des x. Ce milieu avait �et�e utilis�e
par Fayers and Hewett (1992) pour montrer l'importance de prendre en compte les termes non-
diagonaux du tenseur de perm�eabilit�e (voir �gure 3.30, page 67). Les perm�eabilit�es relatives sont
constantes dans le domaine et sont des courbes en croix sans saturation r�esiduelle.

15.5 D 1550 D

(a) Champ de perm�eabilit�e
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(b) Perm�eabilit�es relatives

Fig. 8.10 : Champ de perm�eabilit�e et courbes de perm�eabilit�es relatives (d'apr�es Fayers et Hewett,

1992)

L'�epaisseur du domaine est prise �egale �a 1 m�etre. Les dimensions de la maille �el�ementaire sont de
0:01 � 0:01 m2. La porosit�e vaut uniform�ement ! = 0:333. La viscosit�e du uide inject�e est de
�1 = 1:10�3 kg.m�1.s�1 et celle du uide initialement pr�esent est de �2 = 0:810�3 kg.m�1.s�1.

Les conditions aux limites sont du même type que celles utilis�ees pour le milieu binaire : un d�ebit
impos�e de 11:9 m3.j�1 en entr�ee et une pression impos�ee de 0 Pa en sortie. La saturation initiale
en uide inject�e est impos�ee �a 0.

8.4.2 Param�etres �equivalents

Perm�eabilit�es absolues

Le milieu h�et�erog�ene initial est remplac�e par un milieu homog�en�eis�e sur des blocs de 8 � 8 mailles.
Pour chaque bloc, une perm�eabilit�e �equivalente est calcul�ee par les même m�ethodes que celles
utilis�ees pour le milieu p�eriodique, except�e la th�eorie de l'homog�en�eisation qui n'a pas �et�e utilis�ee.
Contrairement au milieu p�eriodique, les perm�eabilit�es �equivalentes calcul�ees sont variables dans
l'espace (voir �gure 8.11).
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8.4 { Second cas test : le milieu binaire

Le milieu homog�en�eis�e est discr�etis�e de la même fa�con que le milieu initial (32�32 mailles). Ainsi
chaque bloc, de perm�eabilit�e �equivalente constante, est divis�e en huit par huit mailles de même
perm�eabilit�e.

(a) Distribution des perm�eabilit�es

367.57    

396.18    

424.79    

453.40    

482.00    

510.61    

539.22    

567.83    

596.43    

625.04    

653.65    

(b)
L�egende

Fig. 8.11 : Exemple de carte de perm�eabilit�e �equivalente (calcul�e par la moyenne g�eom�etrique) pour

le milieu binaire.

Perm�eabilit�e relatives

En gardant les perm�eabilit�es absolues calcul�ees par renormalisation simpli��ee, nous avons d'une
part fait des tests en faisant varier syst�ematiquement la courbure de la perm�eabilit�e relative du
uide inject�ee (�gure 8.12 (a)) et d'autre part nous avons calcul�e des courbes de perm�eabilit�e
relatives �equivalente par inversion sur le domaine (�gure 8.12 (b)).

Les tests syst�ematiques ont �et�e e�ectu�es avec une courbe de perm�eabilit�e relative du uide inject�e
de la forme Kr(s) = sa pour cinq valeurs de a di��erentes. En ce qui concerne les courbes obtenues
par inversion, on remarque sur la �gure 8.12 (b) que les points exp�erimentaux pr�esentent deux
points d'inexion. Le type de courbe analytique choisie (mod�ele de Corey) ne permet pas de
prendre en compte ce comportement, mais en premi�ere approximation nous pensons que cette
formulation est suÆsante. Les expressions analytiques des perm�eabilit�es relatives �equivalentes
utilis�ees et la nomenclature qui s'y r�ef�ere sont pr�esent�ees dans le tableau 8.5.

nom Khuile
r (s) Keau

r (s) Remarques
(norm�ee) (norm�ee)

a = 1:5 1� s s1:5 Tests syst�ematique
a = 2 1� s s2 Tests syst�ematique
a = 3 1� s s3 Tests syst�ematique
a = 4 1� s s4 Tests syst�ematique
a = 6 1� s s6 Tests syst�ematique
d 1� s0:5 0:66s0:6 Inversion de la r�ef�erence

Tab. 8.5 : Perm�eabilit�es relatives
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(b) Inversion sur le domaine

Fig. 8.12 : Perm�eabilit�es relatives.

8.4.3 Comparaison des r�esultats aux puits

Le tableau 8.6 donne le classement des techniques pour les crit�eres au puits.

Quel que soit le crit�ere utilis�e, les r�esultats sont en g�en�eral beaucoup moins bons que ceux obtenus
pour le milieu p�eriodique.

Les temps de perc�ee sont tr�es variables selon les techniques (tableau 8.6 (a)). Le meilleur r�esultat
est obtenu pour une perm�eabilit�e relative modi��ee (a=4).

Pour les courbes de water cut (�gure 8.13), la m�ethode donnant le r�esultat le moins mauvais
(erreur L2watercut la plus faible dans le tableau 8.6 (b)) est la moyenne g�eom�etrique �g , mais
comme le montre la �gure 8.13 (a), la forme de la courbe n'est pas bien restitu�ee. Les modi�cations
syst�ematiques de la courbure de la perm�eabilit�e relative (a = 1:5 �a 6) ont pour e�et de d�eplacer les
courbes de water cut (�gure 8.13 (b)), il en r�esulte qu'il existe une valeur de a permettant d'obtenir
un temps de perc�ee correct. Mais la modi�cation de a ne change pas la forme des courbes de water
cut. En revanche, la courbe de perm�eabilit�e relative obtenue par inversion sur le domaine cd modi�e
la forme de la courbe de water cut, mais celle-ci reste tr�es di��erente de la r�ef�erence.

Pour les courbes de production (�gure 8.14 et tableau 8.6 (c)), les observations sont les même
que pour la courbe de water cut. La moyenne g�eom�etrique �g permet d'obtenir le r�esultat le
plus proche de la r�ef�erence. La perm�eabilit�e relative obtenue par inversion de la r�ef�erence cd est
d�ecevante et ne permet pas d'obtenir un r�esultat excellent. L'augmentation de la courbure de la
perm�eabilit�e relative, lors des tests syst�ematiques, provoque un abaissement du palier de la courbe
de production.

En ce qui concerne l'historique de pression(�gure 8.6 et tableau 8.6 (d)), l�a encore, la moyenne
g�eom�etrique donne le r�esultat le plus proche de la r�ef�erence. La m�ethode cd est toujours dans le
groupe de tête mais reste derri�ere la moyenne de puissance un tiers �1=3.

On notera que pour ces quatre crit�eres la renormalisation simpli��ee et la renormalisation tensorielle
fournissent toujours des r�esultats tr�es voisins.
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Fig. 8.13 : Courbes de water cut.
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Fig. 8.14 : Courbes de production
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Fig. 8.15 : Historique de pression au puits d'injection
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(a) Temps de perc�ee

m�ethode temps (s) L2t
r�ef�erence 10580

a = 4 10630 50
a = 3 12130 1550
a = 6 8666 1914
�g 14140 3560
a = 2 14290 3710
�1=3 15410 4830
a = 1:5 15550 4970
n 15630 5050
g 16300 5720
c 16610 6030
cd 4236 6344
rt 16950 6370
rs 16990 6410

(b) water cut

L2watercut m

0.69 e-2 �g
0.82 e-2 �1=3
0.85 e-2 a = 2
0.94 e-2 cd
0.96 e-2 a = 1:5
0.99 e-2 g

1.08 e-2 a = 3
1.14 e-2 n

1.15 e-2 c

1.18 e-2 rt
1.21 e-2 rs
1.48 e-2 a = 4
2.17 e-2 a = 6

(c) Courbe de production

L2production m

0.06 e-4 �g
0.11 e-4 a = 1:5
0.12 e-4 �1=3
0.14 e-4 a = 2
0.16 e-4 cd
0.18 e-4 g

0.19 e-4 c

0.19 e-4 rt
0.19 e-4 rs
0.23 e-4 n

0.47 e-4 a = 3
0.76 e-4 a = 4
1.15 e-4 a = 6

(d) Historique de pression

L2
h
(m) m

0.23 �g
0.39 �1=3
0.58 cd
0.58 rt
0.59 c

0.63 a = 1:5
0.66 g

0.70 a = 2
0.73 rs
0.89 n

0.90 a = 3
1.13 a = 4
1.61 a = 6

Tab. 8.6 : Classement des m�ethodes par erreur quadratique minimum sur les crit�eres au puits

8.4.4 Comparaison des r�esultats dans le domaine

Les cartes de pression ont �et�e norm�ees comme cela a �et�e indiqu�e pour le milieu p�eriodique. Leur
comparaison (�gures 8.16 et 8.17) montre que les moyennes alg�ebriques donnent un champ de
pression tr�es di��erent de la r�ef�erence. La raison en est que l'anisotropie dans les blocs n'est pas
prise en compte par les techniques alg�ebriques. Toutes les autres techniques prenant en compte
l'anisotropie donnent des r�esultats qui sont visuellement plus satisfaisants. L'�etude des erreurs
quadratiques (tableau 8.7 (b)) montre que les r�esultats les plus proches de la r�ef�erence sont ceux
issus des perm�eabilit�es relatives modi��ees.

Pour les cartes de saturation (�gures 8.18 et 8.19), on constate �a nouveau que les moyennes
alg�ebriques �g et �1=3 donnent des champs de saturation relativement sym�etriques alors que la
r�ef�erence est nettement asym�etrique. Cela est encore du �a la non prise en compte de l'anisotropie
par les moyennes alg�ebriques. Les techniques num�eriques et de renormalisation qui prennent en
compte l'anisotropie permettent une meilleure restitution de la forme globale du champ de satura-
tion. L'e�et de la modi�cation des perm�eabilit�es relatives est d'abaisser le front de saturation, cela
permet d'am�eliorer l'estimation du champ de saturation (tableau 8.7 (c)). Ainsi, les techniques
restituant le mieux le champ de saturation sont a = 1:5, a = 2, ou cd.
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8.4 { Second cas test : le milieu binaire
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Fig. 8.16 : Cartes de pression norm�ee, comparaison des techniques de calcul de keq
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Fig. 8.17 : Cartes de pression norm�ee, modi�cation des kr

172



8.4 { Second cas test : le milieu binaire
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Fig. 8.18 : Cartes de saturation, comparaison des techniques de calcul de keq
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Fig. 8.19 : Cartes de saturation, modi�cation des kr
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8.4 { Second cas test : le milieu binaire

(a) Pression

L2p m

0.19 e-1 g

0.23 e-1 n

0.23 e-1 c

0.23 e-1 rt
0.26 e-1 rs
0.27 e-1 a = 1:5
0.34 e-1 a = 2
0.41 e-1 �1=3
0.43 e-1 �g
0.53 e-1 a = 3
0.65 e-1 cd
0.73 e-1 a = 4
1.13 e-1 a = 6

(b) Pression norm�ee

L2pn m

2.19 e-3 a = 6
2.25 e-3 a = 4
2.35 e-3 a = 3
2.59 e-3 a = 2
2.76 e-3 a = 1:5
2.80 e-3 rt
2.87 e-3 c

2.94 e-3 rs
3.08 e-3 �g
3.09 e-3 cd
3.33 e-3 �1=3
3.40 e-3 g

3.81 e-3 n

(c) Saturation

L2s m

0.53 e-2 a = 1:5
0.53 e-2 a = 2
0.58 e-2 cd
0.60 e-2 rs
0.61 e-2 c

0.61 e-2 rt
0.65 e-2 g

0.68 e-2 a = 3
0.81 e-2 �1=3
0.84 e-2 �g
0.85 e-2 a = 4
0.88 e-2 n

1.12 e-2 a = 6

(d) Flux d'eau

L2v m

9.17 e-10 g

9.46 e-10 n

9.46 e-10 a = 2
9.46 e-10 cd
9.46 e-10 rt
9.46 e-10 a = 1:5
9.47 e-10 rs
9.48 e-10 c

9.49 e-10 a = 3
9.55 e-10 a = 4
9.65 e-10 a = 6
1.03 e-09 �1=3
1.04 e-09 �g

(e) Flux d'huile

L2v m

2.39 e-10 a = 3
2.39 e-10 a = 2
2.43 e-10 a = 4
2.44 e-10 a = 1:5
2.47 e-10 g

2.50 e-10 cd
2.53 e-10 rs
2.53 e-10 rt
2.53 e-10 c

2.54 e-10 a = 6
2.54 e-10 n

2.55 e-10 �1=3
2.65 e-10 �g

Tab. 8.7 : Classement par erreur quadratique minimum sur les crit�eres dans le domaine

La technique qui donne la meilleure estimation �a la fois des ux d'eau et des ux d'huile (ta-
bleau 8.7 (d) et e) est le General Tensor Scaling (g). Il est �etonnant de constater que même si cette
technique donne le meilleur r�esultat pour les ux, ce n'est pas elle qui donne le meilleur r�esultat
pour les champs de saturation. On constatera que c'est �egalement le General Tensor Scaling qui
trouve le meilleur compromis entre la valeur absolue de la pression en entr�ee et la forme du champ
de pression (tableau 8.7 (a)).

8.4.5 Discussion

Ce test correspond �a un cas d�efavorable pour lequel la taille des blocs est petite par rapport �a la
taille des h�et�erog�en�eit�es. Mais, on peut craindre que ce type de cas soit plus courant que le milieu
p�eriodique.

Nous constatons, dans ce cas, que la renormalisation simpli��ee ne donne pas un r�esultat totalement
satisfaisant, mais cette observation est �egalement valable pour toutes les autres techniques test�ees.
Plus pr�ecis�ement, la moyenne g�eom�etrique est la technique la mieux class�ee pour la restitution des
courbes synth�etiques au puits ; dans le domaine, le classement d�epend de la variable consid�er�ee
et la renormalisation simpli��ee est globalement bien class�ee alors que la moyenne g�eom�etrique est

175



parmi les moins bonnes techniques. Aucune technique test�ee ne donne donc un bon r�esultat. Nous
avons envisag�e trois interpr�etations possibles de cette observation :
{ Nous n'avons pas test�ee la technique id�eale qui aurait donn�ee un bon r�esultat.
{ Nous sommes dans un cas o�u il est impossible de changer d'�echelle car les conditions d'existence
d'une loi de Darcy g�en�eralis�ee m�egascopiques ne sont pas v�eri��ee (taille des h�et�erog�en�eit�es trop
grande par rapport �a la taille du domaine, �ecoulement radial), ainsi aucune technique ne peut
donner un bon r�esultat.

{ L'utilisation d'une courbe de perm�eabilit�e relative �equivalente constante dans le domaine est
insuÆsante pour d�ecrire l'h�et�erog�en�eit�e du milieu.

Même si les deux premi�eres interpr�etations ne peuvent être �ecart�ees, il nous semble que l'utilisation
de courbes de perm�eabilit�es relatives di��erentes pour chaque bloc devrait permettre une am�eliora-
tion des r�esultats. De plus, comme le font remarquer Pickup and Sorbie (1994), ces perm�eabilit�es
relatives sont tr�es certainement tensorielles et non scalaires. Toutefois, il n'a pas �et�e possible de
tester la validit�e de ces hypoth�eses, car SUNIDJ ne permet, pour l'instant, que l'emploi d'une
perm�eabilit�e relative scalaire, constante dans le domaine.

Nous observons �egalement que les m�ethodes permettant d'estimer un tenseur (même diagonal)
de perm�eabilit�e absolue donnent un meilleur r�esultat dans le domaine que les techniques donnant
seulement une perm�eabilit�e �equivalente scalaire. En revanche, ces derni�eres peuvent donner un
meilleur r�esultat au puits. Nous interpr�etons ceci comme un concours de circonstances favorables.
Les erreurs sur l'estimation des perm�eabilit�es absolues seraient plus ou moins compens�ees par
l'erreur sur l'estimation des perm�eabilit�es relatives �equivalentes.

8.5 Conclusion

L'objectif du travail pr�esent�e dans ce chapitre �etait de d�eterminer si la renormalisation simpli��ee
�etait applicable aux cas d'�ecoulements diphasiques. Pour cela, un test comparatif a �et�e conduit sur
des quarts de �ve-spot en n�egligeant l'e�et de la pression capillaire. Les deux milieux h�et�erog�enes
utilis�es ont �et�e tir�es des publications de Njifenjou (1994) et Fayers and Hewett (1992). Pour
limiter les e�ets du biais num�erique, nous avons utilis�e la même discr�etisation pour d�ecrire les
milieu h�et�erog�enes et les milieux homog�en�eis�es.

Les r�esultats obtenus sont sensiblement di��erents pour les deux milieux �etudi�es.

Dans le premier cas, le milieu h�et�erog�ene est p�eriodique, il est remplac�e par un milieu homog�ene.
La renormalisation simpli��ee donne alors de bons r�esultats, mais avec les conditions aux limites
utilis�ees (ux impos�e en entr�ee et charge impos�ee en sortie), toutes les techniques donnent des
r�esultats voisins. Nous constatons �egalement que l'utilisation de courbes de perm�eabilit�e rela-
tives �equivalentes, di��erentes des courbes de perm�eabilit�e relatives macroscopiques, permet une
meilleure restitution des champs de saturation et donc des courbes de production et de water cut.

Dans le second cas, le milieu est constitu�e d'une matrice perm�eable et d'inclusions peu perm�eables
orient�ees suivant une direction pr�ef�erentielle. La renormalisation simpli��ee ne permet pas de don-
ner un r�esultat compl�etement satisfaisant dans le cadre des hypoth�eses test�ees, mais les autres
techniques sou�rent du même d�efaut. La moyenne g�eom�etrique donne les meilleurs r�esultats au
niveau des courbes synth�etiques au puits. Les m�ethodes utilisant des perm�eabilit�es directionnelles
di��erentes (les m�ethodes num�eriques et les renormalisations) donnent les meilleurs r�esultats au
niveau des champs de pression, de saturation et de vitesse dans le domaine. Pour pouvoir me-
ner �a bien un changement d'�echelle dans un milieu de ce type, il semble n�ecessaire d'utiliser un
tenseur de perm�eabilit�e �equivalente (au moins diagonal) et des courbes de perm�eabilit�es relatives
�equivalentes di��erentes pour chaque bloc. Cette derni�ere hypoth�ese n'a pas �et�e test�ee.

 En conclusion, nous pensons que la technique de renormalisation simpli��ee pr�esente un int�erêt,
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8.5 { Conclusion

pour le changement d'�echelle en �ecoulement diphasique, dans la mesure o�u elle donne un r�esultat
�equivalent aux autres techniques permettant le calcul d'un tenseur diagonal de perm�eabilit�e abso-
lue (r�esolution num�erique de l'�equation de la di�usivit�e, renormalisations standard et tensorielle)
avec un coût informatique nettement plus faible. Toutefois, comme pour toute technique de chan-
gement d'�echelle appliqu�ee �a ce type d'�ecoulement, elle doit vraisemblablement être coupl�ee �a une
technique de calcul des perm�eabilit�es relatives �equivalentes. Pour l'instant, nous avons utilis�e une
technique qui n�ecessite de r�esoudre le probl�eme d'�ecoulement sur le domaine ou sur un bloc, et
d'en d�eterminer la perm�eabilit�e relative �equivalente par inversion. Cette m�ethode est tr�es coûteuse
en temps calcul. Il est envisageable de d�evelopper une technique rapide, bas�ee sur le principe de
la renormalisation. Plutôt que la technique de King, Muggeridge, and Price (1993) qui utilise
une r�esolution d'un probl�eme local sur quatre mailles, l'id�ee qui est �a la base de la renormali-
sation simpli��ee, consistant �a r�esoudre des probl�emes locaux mono-dimensionnels, pourrait être
exploit�ee. On pourrait, dans ce cas, utiliser les r�esultats analytiques, en une dimension, de Dale
et al. (1994) qui permettent de calculer la perm�eabilit�e relative �equivalente en prenant en compte
les ph�enom�enes de pression capillaire.

Il reste bien sûr �a tester ces id�ees. On insistera d'une part sur l'importance d'utiliser des milieux
aussi nombreux et aussi di��erents que possible et d'autre part sur l'importance de comparer
toutes les variables en jeu pour pouvoir donner une signi�cation statistique �a la comparaison et
ainsi valider une technique de changement d'�echelle ou au moins augmenter la con�ance que l'on
porte en elle.
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Chapitre 9

Conclusion

\ Les faits inexacts sont tr�es nuisibles aux progr�es de la

science, car ils persistent souvent fort longtemps ; mais

les opinions erron�ees, quand elles reposent sur certaines

preuves, ne font gu�ere de mal car chacun s'empresse heu-

reusement d'en d�emontrer la fausset�e ; or la discussion, en

fermant une route qui conduit �a l'erreur, ouvre souvent en

même temps le chemin �a la v�erit�e. " Ch. Darwin
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Chapitre 9 { Conclusion

La question pos�ee en introduction de cette th�ese �etait : \Comment calculer la perm�eabilit�e
�equivalente �a partir des perm�eabilit�es locales ?". Plus pr�ecis�ement, il s'agissait de proposer une ou
des m�ethodes permettant de passer d'une grille �ne de perm�eabilit�e �a une grille grossi�ere utilisable
dans les mod�eles d'�ecoulements souterrains.

�Etant donn�e la taille des mod�eles g�eologiques et le coût informatique des simulations de type
Monte-Carlo, le probl�eme consistait �egalement �a rechercher des techniques �a la fois rapides et
�ables.

La recherche a �et�e men�ee en trois �etapes :
{ un inventaire des techniques existantes ;
{ des d�eveloppements ;
{ des exp�erimentations num�eriques.

9.1 Inventaire des techniques

L'inventaire a �et�e r�ealis�e avec pour objectif d'indiquer les limites de validit�e et les principes per-
mettant la mise en �uvre de chaque technique recens�ee. Cet inventaire constitue ainsi un outil en
soi.

Dans l'optique de rechercher une technique rapide, l'inventaire a permis de s�electionner les tech-
niques qui nous semblaient les plus g�en�erales. Il s'agit des algorithmes de renormalisation standard
ou tensorielle, de l'algorithme it�eratif de Le Loc'h et de la formule de Kruel-Romeu. Ces techniques
sont rapides et ne font pas d'hypoth�eses sur la nature du milieu, mais leur niveau de pr�ecision
est sujet �a discussion et plusieurs techniques n�ecessitaient des d�eveloppements. Ainsi, la renor-
malisation tensorielle n'avait �et�e d�evelopp�ee que pour le cas bi-dimensionnel, elle n�ecessitait une
extension en trois dimensions. La formule de Kruel-Romeu n'avait pas encore �et�e intensivement
test�ee et l'algorithme de Le Loc'h n�ecessitait une extension pour les milieux anisotropes.

Par ailleurs, cet inventaire a montr�e que l'�equivalence entre milieu homog�ene et milieu h�et�erog�ene
est d�e�nie �a l'aide de trois crit�eres di��erents selon les auteurs : �egalit�e des �energies dissip�ees, des
ux ou des vitesses moyennes. Un �eclaircissement sur la question de l'�equivalence entre ces trois
crit�eres �etait utile.

9.2 D�eveloppements

Nous avons d�e�ni la perm�eabilit�e �equivalente comme la perm�eabilit�e d'un milieu homog�ene �ctif
tel que s'il est soumis aux mêmes conditions aux limites que le milieu h�et�erog�ene r�eel il donne
la même vitesse moyenne et le même gradient de charge moyen que le milieu h�et�erog�ene. En
supposant que la loi de Darcy s'applique sur le milieu homog�ene, cette d�e�nition permet le calcul
du tenseur de perm�eabilit�e de bloc avec une formule identique �a celle propos�ee par Rubin and
G�omez-Hern�andez (1990). Cette formule peut se simpli�er, les int�egrales volumiques deviennent
des int�egrales surfaciques. Il apparâ�t alors qu'il est possible de calculer le tenseur de perm�eabilit�e
avec des conditions aux limites de type perm�eam�etre. Ce qui, jusqu'�a pr�esent et �a ma connaissance,
n'avait pas �et�e imagin�e. Or les conditions aux limites de type perm�eam�etre sont extrêmement ais�ee
�a mettre en �uvre au laboratoire. Ce r�esultat th�eorique permet donc de proposer une technique
exp�erimentale originale pour mesurer le tenseur complet de perm�eabilit�e au laboratoire.

En s'appuyant sur l'algorithme de Le Loc'h (1987) et sur les travaux de Kruel-Romeu (1994),
une nouvelle m�ethode rapide a �et�e propos�ee : la renormalisation simpli��ee. Elle permet le calcul
de la perm�eabilit�e �equivalente au moins 200 fois plus rapidement que ne le permet la r�esolution
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num�erique de l'�equation de la di�usivit�e. Son principe est d'appliquer it�erativement les r�esultats
exacts en une dimension (association en s�erie ou en parall�ele) sur des paquets de deux mailles. Le
nombre de mailles est ainsi r�eduit d'un facteur deux �a chaque it�eration jusqu'�a ne plus obtenir
qu'une seule maille. Cet algorithme donne deux valeurs qui sont ensuite utilis�ees dans une formule
heuristique permettant d'obtenir une estimation unique. La composition des deux valeurs prend
en compte l'anisotropie due �a l'aplatissement des mailles.

Pour pouvoir être compar�ee aux autres techniques, la renormalisation tensorielle a �et�e �etendue en
trois dimensions.

9.3 Exp�eriences num�eriques

Les e�ets du choix du crit�ere d'�equivalence et du choix des conditions aux limites sur le calcul du
tenseur de perm�eabilit�e �equivalente ont �et�e illustr�es pour des milieux strati��es bi-dimensionnels.

Le biais li�e �a l'emploi des m�ethodes num�eriques pour le calcul de la perm�eabilit�e �equivalente a �et�e
�etudi�e en comparant des r�esultats num�eriques �a des exp�eriences de laboratoire.

Pour �evaluer la �abilit�e des m�ethodes rapides, un grand nombre d'exp�eriences num�eriques ont �et�e
r�ealis�ees sur des milieux synth�etiques. Ces exp�eriences ont montr�e que les moyennes alg�ebriques
donnent des estimations de la perm�eabilit�e �equivalente tr�es dispers�ees par rapport aux perm�eabili-
t�es de r�ef�erence. Ainsi, même si les moyennes alg�ebriques sont parfois non-biais�ees (nuage centr�e
sur la premi�ere bissectrice), elles ont tendance �a être peu �ables (nuage fortement dispers�e) A
l'oppos�e, les techniques qui sont ressorties de ce test comme les techniques les plus �ables sont les
renormalisations tensorielle et simpli��ee. La renormalisation simpli��ee �etant environ quatre fois
plus rapide que la renormalisation tensorielle, nous avons conseill�e son emploi tant que les axes
principaux d'anisotropie sont voisins des axes de la grille. Nous insistons sur le fait que même si ces
techniques sont les plus �ables parmi celles que nous avons test�ees, elles peuvent parfois pr�esenter
des �ecarts importants avec les valeurs de r�ef�erence, ces �ecarts �etant simplement plus petits que
ceux obtenus avec les autres techniques, et, dans un grand nombre de cas, tr�es faibles.

Les exp�eriences d'�ecoulements diphasiques, avec des perm�eabilit�es absolues h�et�erog�enes et des
perm�eabilit�es relatives homog�enes dans le milieu avant changement d'�echelle, nous ont montr�e la
n�ecessit�e d'utiliser, en plus des perm�eabilit�es absolues �equivalentes, des courbes de perm�eabilit�es
relatives �equivalentes. Nous avons constat�e que l'utilisation de la renormalisation simpli��ee �etait
envisageable pour des �ecoulements diphasiques. Des tests suppl�ementaires seraient cependant
n�ecessaires pour con�rmer ce r�esultat.

9.4 Synth�ese et perspective

Finalement, le travail men�e durant cette th�ese a fourni plusieurs niveaux de r�esultats :
{ le d�eveloppement d'une technique de calcul du tenseur complet de perm�eabilit�e �equivalente que
ce soit dans un contexte de changement d'�echelle ou de mesure de perm�eabilit�e au laboratoire ;

{ le d�eveloppement d'une nouvelle m�ethode rapide de calcul de la perm�eabilit�e �equivalente : la
renormalisation simpli��ee ;

{ un guide d�etaill�e des techniques existantes ;
{ l'�evaluation de l'e�et des conditions aux limites sur la perm�eabilit�e de bloc ;
{ la comparaison de plusieurs techniques rapides ;
{ un ensemble de milieux al�eatoires, de perm�eabilit�es de r�ef�erence et de perm�eabilit�es calcul�ees par
des m�ethodes rapides auquelles il est possible de confronter �a l'avenir n'importe quelle nouvelle
m�ethode rapide.
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A cela s'ajoute un certain nombre de perspectives de travaux futurs.

Tout d'abord, il a �et�e envisag�e d'�etendre la renormalisation simpli��ee �a une formulation tensorielle.
Cette modi�cation est prête du point de vue th�eorique en ce qui concerne l'algorithme it�eratif. Il
reste �a �etablir la formule de composition ad�equate pour les termes non-diagonaux.

Pour d�eterminer au mieux les limites d'application des deux techniques rapides retenues (renorma-
lisations tensorielle et simpli��ee), il serait n�ecessaire de les tester dans des conditions d'anisotropie
di��erentes de celles utilis�ees ici et dans des conditions d'application plus r�ealistes avec di��erents
types de conditions aux limites.

La seconde voie dans laquelle nous avons pens�e pouvoir �etendre la renormalisation simpli��ee est le
calcul des perm�eabilit�es relatives �equivalentes. Il est possible d'appliquer it�erativement les r�esultats
analytiques de Dale et al. (1994). Mais l�a encore il faudrait r�esoudre le probl�eme de la composition
des deux r�esultats obtenus �a la �n du processus it�eratif.

Pour exploiter la base de donn�ee de plus de soixante mille milieux, perm�eabilit�es de r�ef�erence et
perm�eabilit�es calcul�es par les di��erentes m�ethodes rapides, il serait judicieux de l'utiliser a�n de
tester de nouvelles m�ethodes rapides. Par exemple, McCarthy (1995) montre sur une trentaine de
milieux que la m�ethode de marche al�eatoire qu'il propose (McCarthy 1990) serait environ trois foi
plus rapide et plus pr�ecise que la renormalisation standard. Que donnerait la comparaison avec la
renormalisation simpli��ee et la renormalisation tensorielle ?

En�n, il me parâ�t �egalement extrêmement important de construire le dispositif exp�erimental
permettant de mesurer les axes d'anisotropie d'un �echantillon, a�n de confronter la th�eorie �a la
pratique de laboratoire.

Dans une perspective plus g�en�erale, une question fondamentale reste ouverte : il est clair que la
perm�eabilit�e de bloc d�epend des conditions aux limites et du crit�ere utilis�ee pour la d�e�nir. Si le
volume du bloc �etudi�e est suÆsament grand par rapport �a la taille des h�et�erog�en�eit�e, que le milieu
peut être consid�er�e comme statistiquement homog�ene et que l'�ecoulement est uniforme, alors on
peut appliquer la loi de Darcy �a grande �echelle. Mais si ce n'est pas le cas, quelle est l'erreur
que l'on fait ? Faut-il utiliser alors une autre loi que la loi de Darcy ? Les expressions non-locales
(Neuman and Orr 1993; Indelman and Abramovich 1994) permettent-elles de donner une solution
pratique �a ces probl�emes ?

Une autre question soulev�ee r�ecemment est de savoir pourquoi la perm�eabilit�e ou la transmissivit�e
mesur�e sur le terrain augmente puis se stabilise lorsque l'�echelle d'investigation augmente (Neuman
1994; Rovey and Cherkauer 1995; S�anchez-Vila, Carrera, and Girardi 1996) ?

Pour r�epondre �a toutes ces questions, qui peuvent d�eboucher sur des applications pratiques impor-
tantes, il est clair que la recherche sur le changement d'�echelle, ne serait-ce que pour les �ecoulements
monophasiques, est encore un domaine extrêmement ouvert.
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Annexe A

Histoire des fontaines

publiques de Dijon

Cette annexe pr�esente le texte original de l'annexe D de l'ouvrage de Darcy (1856) d�ecrivant la
loi de �ltration de l'eau �a travers le sable. Ce document a pu être num�eris�e et pr�esent�e dans cette
th�ese grâce �a l'aimable coop�eration de la Biblioth�eque de l'�Ecole des Mines de Paris.
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Annexe B

Calcul du tenseur �equivalent pour

l'assemblage de deux blocs

Le calcul pr�esent�e ci-dessous s'inspire de l'article de Kasap and Lake (1989). En e�et on prend
les mêmes hypoth�eses de base et on arrive au même r�esultat. Mais ici le calcul est men�e en trois
dimensions et les �equations ne sont pas pos�ees exactement de la même fa�con. C'est pourquoi la
d�emonstration est reprise ici.

Soit un parall�el�epip�ede compos�e de deux blocs, appel�es 1 et 2, dont les tenseurs de perm�eabilit�e
K1 et K2 sont constants. On cherche le tenseur �equivalent au sens des ux, sous les hypoth�eses
suivantes :

1. Les lignes de courant sont des droites ;

2. Les tenseurs de perm�eabilit�e des milieux 1 et 2 sont sym�etriques.

1 2

a b
c

d

h1

h

h2

h2
h1

h4

h0

h0

h3

h3

h5

h5

h4

x

y

z

Fig. B.1 : Conditions aux limites de type potentiel impos�e variant lin�eairement sur les faces du bloc

�etudi�e.
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B.1 choix des conditions limites

L'hypoth�ese 1 est v�eri��ee si dans chaque milieu la vitesse est constante dans l'espace, donc par
application de la loi de Darcy, si le gradient de charge est �egalement constant dans l'espace. On
choisit donc des conditions aux limites telles que la charge varie lin�eairement sur chaque domaine
et pr�esente un gradient dans chaque direction de l'espace (voir Figure B.1). Avec les valeurs de
charge d�e�nies sur le dessin on a :

en 1 :

8<
:

@h

@x
= h1�h

a
@h

@y
= h0�h1

c

@h

@z
= h4�h1

d

; en 2 :

8<
:

@h

@x
=

h�h2

b
@h

@y
= h3�h2

c
= h0�h1

c

@h

@z
= h5�h3

d
= h4�h1

d

La continuit�e de la charge sur les deux milieux implique l'�egalit�e des gradients en y et z d'o�u :

h3 = h2 + h0 � h1
h5 = h3 + h4 � h1

Pour d�eterminer h, on �ecrit l'�egalit�e des vitesses normales �a l'interface 1-2 V x1 = V x2 .

kx1

�
h1 � h

a

�
+ k

xy

1

�
h0 � h1

c

�
+ kxz1

�
h4 � h1

d

�
= kx2

�
h�h2

b

�
+ k

xy

2

�
h0 � h1

c

�
+ kxz2

�
h4 � h1

d

�

Et on trouve :

h =
bkx1h1 + akx2h2 + ab

�
(kxy1 � k

xy

2 )
�
h0�h1
c

�
+ (kxz1 � kxz2 )

�
h4�h1
d

��
bkx1 + akx2

B.2 calcul de la perm�eabilit�e �equivalente

On recherche le tenseur K qui v�eri�e V = �K �grad(h), avec V le ux moyen �a l'�echelle du bloc.
C'est �a dire : 0

@ Vx
Vy
Vz

1
A = �

0
@ Kx Kxy Kxz

Kxy Ky Kyz

Kxz Kyz Kz

1
A �

0
@

h1�h2
a+b
h0�h1
c

h4�h1
d

1
A

B.2.1 Calcul de Vx

La composante de la vitesse en x est la même sur les domaines 1 et 2. On peut donc �ecrire :

�Vx = �V x1 = kx1

�
h1 � h

a

�
+ kxy1

�
h0 � h1

c

�
+ kxz1

�
h4 � h1

d

�

On remplace h par sa valeur, puis on d�eveloppe et on regroupe. On obtient :

Vx =

�
(a+ b)kx

1
kx
2

bkx
1
+ akx

2

�
�

�
h1 � h2

a+ b

�
+

�
bkx

1
k
xy

2
+ akx

2
k
xy

1

bkx
1
+ akx

2

�
�

�
h0 � h1

c

�
+

�
bkx

1
kxz
2

+ akx
2
kxz
1

bkx
1
+ akx

2

�
�

�
h4 � h1

d

�
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B.2.2 Calcul de Vy et Vz

La vitesse moyenne en y est donn�ee par le d�ebit total traversant le domaine en y divis�e par l'aire
de la section, soit :

�Vy =
acV

y

1 + bcV
y

2

(a+ b)e

En rempla�cant V y1 et V y2 par leurs valeurs, puis en d�eveloppant cette �equation et en regroupant
on trouve :

�Vy =

�
bkx

1
k
xy

2
+ akx

2
k
xy

1
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1
+ akx

2

�
�

�
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En�n, le même calcul en z donne :

�Vz =
adV z

1
+ bdV z

2
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B.3 Conclusion

Finalement par identi�cation on obtient :

K
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(a+b)(kx
1
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2
)

bkx
1
+akx

2

K
y = 1
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h
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y
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(B.1)
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Annexe C

Renormalisation 3D

Ce document pr�esente les �equations permettant de mettre en �uvre en trois dimensions l'ensemble
des techniques dites de renormalisation.

C.1 Renormalisation standard

Nous appelons renormalisation standard la proc�edure propos�ee par King (1989). Les hypoth�eses
de travail sont 1) les perm�eabilit�es locales sont des tenseurs diagonaux, 2) l'emploi de conditions
limites de type perm�eam�etre et 3) l'utilisation d'une m�ethode d'approximation de type di��erences
�nies avec un sch�ema centr�e.

C.1.1 Syst�eme d'�equations

En trois dimensions, le plus simple est de poser le probl�eme en terme de r�esolution de l'�equation
de la di�usivit�e sur le r�eseau propos�e par King par une m�ethode de di��erences �nies. �A titre
d'illustration, la �gure C.3 montre toutes les �etapes n�ecessaires pour calculer la perm�eabilit�e
�equivalente en trois dimensions par transformations triangle-�etoile successives.

Nous �etudierons les �equations d�ecoulant de deux d�e�nitions de la perm�eabilit�e �equivalente. La
premi�ere est une perm�eabilit�e qui v�eri�e l'�egalit�e de l'�energie dissip�ee �a petite et grande �echelle,
la seconde v�eri�e l'�egalit�e des ux.

On reprend directement l'�equation de bilan pour un n�ud en �ecoulement permanent (Marsily
1986, �equation 12.2.2, page 344). Les hypoth�eses sont : la masse volumique est constante et il n'y

dx
dy

dz

1 2

4
5 6

7 8

Fig. C.1 : Cellule de base en trois dimensions. A gauche num�erotation des mailles, �a droite taille

d'une maille.
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a pas de terme source. On rajoute les mailles H et B pour passer en 3D (�gure C.2). Et on met
les charges en facteur :

bx
EC
HE + bx

WC
HW + by

NC
HN + by

SC
HC + bz

HC
HH + bz

BC
HB � � � �

� � � � (bx
EC

+ bx
WC

+ b
y

NC
+ b

y

SC
+ bz

HC
+ bz

BC
)HC = 0

(C.1)

avec

bu
ij
=

�
dx � dy � dz

du2

�
2ku
i
ku
j

ku
i
+ ku

j

Conditions limites

Flux nul

Imaginons au n�ud C une condition de ux nul en direction de la maille I . Cela revient �a �eliminer
la maille I . L'�equation (C.1) se simpli�e en �ecrivant :

bIC = 0

Potentiel impos�e

Soit H0 �x�e sur la maille I (u est la l'axe correspondant au segment CI dans le rep�ere x; y; z). Le

ux venant de I est �egal �a :dx�dy�dz
du

kC

�
H0�HC

1=2du

�
. L'�equation (C.1) est modi��ee :

{ le terme en HI disparâ�t

{ le coeÆcient de HC devient : bIC = 2
�
dx�dy�dz

du2

�
ku
C
= bu

C

{ un terme constant apparâ�t �a droite de l'�egalit�e. Il est �egal �a : bu
C
�H0.

Calcul des charges

Si l'on �ecrit l'�equation de bilan en chacun des huit n�uds de la discr�etisation du milieu poreux on
obtient un syst�eme de huit �equations �a huit inconnues : les charges aux n�uds. Ce syst�eme peut
se mettre sous la forme matricielle suivante :

dx

dydz

C
E

W

N

S

H

B

Fig. C.2 : Sch�ema centr�e aux di��erences �nies en trois dimensions. Les n�uds sont aux centres des

mailles. Celles-ci sont not�ees C pour la maille centrale, E,W,N,S,H et B respectivement pour les six

voisines.
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A

A

B

B

C

C

D

E

TRANSFORMATIONS SUCCESSIVES DU RESEAU :

Noeud éliminé :

Noeud rajouté :

Légende

Réseau électrique correspondant

E

F

G

H

I

J

K

k1 k2

k4
k5 k6

k7 k8

Milieu poreux

Fig. C.3 : Renormalisation standard. Proc�edure de base pour assembler huit mailles en trois dimen-

sions.
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0
BBBBBBBBBBB@

d
2;3;5
1 �bx12 �by13 0 �bz15 0 0 0

�bx21 d
1;4;6
2 0 �by24 0 �bz26 0 0

�by31 0 d
4;1;7
3 �bx34 0 0 �bz37 0

0 �by42 �bx43 d
3;2;8
4 0 0 0 �bz48

�bz51 0 0 0 d
6;7;1
5 �bx56 �by57 0

0 �bz62 0 0 �bx65 d
5;8;2
6 0 �by68

0 0 �bz73 0 �by75 0 d
8;5;3
7 �bx78

0 0 0 �bz84 0 �by86 �bx87 d
7;6;4
8

1
CCCCCCCCCCCA
�

0
BBBBBBBBBB@

h1
h2
h3
h4
h5
h6
h7
h8

1
CCCCCCCCCCA

=

0
BBBBBBBBBB@

bx1
0
bx3
0
bx5
0
bx7
0

1
CCCCCCCCCCA

avec

d
j;k;l

i
= bxi + bxij + b

y

ik
+ bzil; bui = 2

�
dx � dy � dz

du2

�
kui ; buij =

�
dx � dy � dz

du2

�
2ku
i
ku
j

ku
i
+ ku

j

Soit, sous forme condens�ee :

A �H = B (C.2)

Ce syst�eme se r�esout num�eriquement et permet d'obtenir H .

Calcul de la perm�eabilit�e �equivalente

�Egalit�e des d�ebits

On d�e�nit la perm�eabilit�e �a grande �echelle comme la perm�eabilit�e d'un milieu homog�ene �ctif tel
qu'il donne le même d�ebit que le milieu h�et�erog�ene s'il est soumis au même gradient de charge.
Soit Qhom le d�ebit traversant le milieu homog�ene :

Qhom = Kxx

eq

�
�H

2 � dx

�
(4 � dy � dz) = 2

�
dy � dz

dx

�
Kxx

eq
; �H = 1 (cond. limites)

Soit Qhet le d�ebit traversant le milieu h�et�erog�ene. Il se calcule par addition des d�ebits �el�ementaires.
Si l'on prend les d�ebits sortant des mailles 2,4,6 et 8 on obtient :

Qhet =
X

i=2;4;6;8

kxi

�
hi � 0

1=2dx

�
dy � dz = 2

�
dy � dz

dx

� X
i=2;4;6;8

kxi � hi

Ensuite, on �ecrit l'�egalit�e de ces deux d�ebits et on en d�eduit la perm�eabilit�e �equivalente.

Qhet = Qhom ) Kxx

eq
=

X
i=2;4;6;8

kx
i
� hi (C.3)

�Egalit�e des �energies dissip�ees

L'�energie dissip�ee sur le milieu h�et�erog�ene s'exprime par l'int�egrale volumique (
 repr�esente le
volume du milieu poreux) :

Ehet =

Z



� (v �rh) d!
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En int�egrant par partie on peut simpli�er cette �equation :

Ehet =

Z
�

h(v � n)d �

Z



h div(v)d!; comme div(v) = 0; ) Etot =

Z
�

h(v � n)d

Nous allons maintenant exprimer de fa�con discr�ete cette int�egrale. La seule partie de la surface
du bloc de huit mailles o�u le produit h(v � n) est non nul est la face �a potentiel impos�e �egal �a 1.
Ailleurs, soit le ux est nul, soit h est nul. On a donc :

Ehet =
X

i=1;3;5;7

1 kx
i

�
1� hi

1=2dx

�
(dy � dz) =

�
2 � dy � dz

dx

� X
i=1;3;5;7

kx
i
(1� hi)

L'�energie dissip�ee dans le milieu homog�ene se calcule par la même int�egrale. Mais, dans ce cas la
vitesse et le gradient de charge sont constants. On peut donc �ecrire directement :

Ehom = �V �rH �
 = Kxx

eq

�
�H

2 � dx

��
�H

2 � dx

�
(8 � dx � dy � dz) = Kxx

eq

�
2 � dy � dz

dx

�

On �ecrit maintenant l'�egalit�e de l'�energie consomm�ee dans le milieu h�et�erog�ene et homog�ene et on
en d�eduit la perm�eabilit�e �equivalente :

Ehet = Ehom ) Kxx

eq
=

X
i=1;3;5;7

kx
i
(1� hi)

Remarque : Les deux d�e�nitions sont �nalement �equivalentes. Car la somme obtenue ici est �egale
�a la pr�ec�edente (�equation (C.3)) du fait de l'�egalit�e entre le ux entrant et le ux sortant du
domaine.
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C.2 Une premi�ere variation

C.2.1 Le sch�ema direct

Kruel-Romeu (1994) remarque que dans le cas des milieux log-normaux et d'un damier un sch�ema
direct tel que celui pr�esent�e sur la �gure C.4 est plus pr�ecis que le sch�ema centr�e de King (1989).

l

i

k

j

i,y

i,x
i,z

h

q

hh

q
q

h

Fig. C.4 : R�eseau de liens �equivalents et notations pour la maille i.

Chaque maille est remplac�ee par trois liens et quatre n�uds (�gure C.4). Chaque lien a la
perm�eabilit�e de la maille pour la direction donn�ee. On calcule alors le d�ebit sur la maille par :8>><

>>:
qx
i

= kxx
i

h
hi�hj

dx

i
dy � dz

q
y

i
= k

yy

i

h
hi�hk
dy

i
dx � dz

qz
i

= kzz
i

�
hi�hl
dz

�
dx � dy

C.2.2 �Equations pour le calcul de Keq

On impose des conditions aux limites de type perm�eam�etre successivement en x, y et z. Du fait
des conditions de ux nul, le r�eseau se simpli�e consid�erablement.

Pour le calcul de Kxx
eq on impose un potentiel �egal �a 1 sur les n�uds 1,3,5 et 7, un potentiel nul

de l'autre côt�e et des ux nuls sur les bords. Le r�eseau se simpli�e et on peut �ecrire les �equations
de bilan aux n�uds 2,4,6,8 sous la forme :0

BB@
d1;2;22 �by2 �bz2 0

�by2 d
3;2;4
4 0 �bz4

�bz2 0 d
5;6;2
6 �by6

0 �bz4 �by6 �d7;6;48

1
CCA
0
BB@

h2
h4
h8
h6

1
CCA =

0
BB@

bx1
bx3
bx5
bx7

1
CCA avec d

j;k;l

i
= bx

i
+ bx

j
+ b

y

k
+ bz

l

Le d�ebit qui traverse le r�eseau s'obtient en faisant le calcul :

Qtot =
dy � dz

dx

X
i=2;4;8;6

hi � k
x

i
) Kxx

eq
=

1

2

X
i=2;4;8;6

hi � k
x

i
(C.4)

De même pour Kyy
eq :

0
BB@

d
3;1;3
3 �bx3 �bz3 0

�bx3 d
3;2;4
2 0 �bz4

�bz3 0 d
7;5;3
7 �bx7

0 �bz4 �bx7 �d7;6;48

1
CCA
0
BB@

h3
h4
h7
h8

1
CCA =

0
BB@

b
y

1

b
y

2

b
y

5

b
y

6

1
CCA avec d

j;k;l

i
= b

y

i
+ bx

j
+ b

y

k
+ bz

l
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1 2

3 4

5 6

7 8

H=1

H=0

Kxx

h6

h8

h4

h2

Kyy

H=1

H=0
h7

h3

h8

h4

H=1

H=0

Kzz

h5

h7

h6

h8

Fig. C.5 : R�eseau d�ecrivant le milieu poreux �a huit mailles (En haut). En bas les trois r�eseaux simpli��es

correspondant aux conditions aux limites de type perm�eam�etre. On a �elimin�e tous les liens travers�es

par un d�ebit nul.

Kyy

eq
=

1

2

X
i=3;4;7;8

hi � k
y

i

Et en�n pour Kzz
eq :

0
BB@

d
5;5;1
5 �bx5 �by5 0

�bx5 d
5;6;2
6 0 �by6

�by5 0 d
7;5;3
7 �bx7

0 �by6 �bx7 �d7;6;48

1
CCA
0
BB@

h5
h6
h7
h8

1
CCA =

0
BB@

bz1
bz2
bz3
bz4

1
CCA avec d

j;k;l

i
= bzi + bxj + b

y

k
+ bzl

Kyy

eq =
1

2

X
i=5;6;7;8

hi � k
z

i
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C.3 Renormalisation tensorielle

On pr�esente ici une g�en�eralisation de la m�ethode propos�ee par Gautier et N�tinger (1994) en
trois dimensions.

C.3.1 Pr�esentation du syst�eme d'approximation

Les conditions limites sont de type p�eriodique. On prend le même r�eseau direct que celui pr�esent�e
sur la �gure C.4. Le d�ebit qui traverse la maille i est donn�e par l'approximation :

8>>><
>>>:

qx
i

=
h
kxx
i

hi�hj

dx
+ k

xy

i

hi�hk
dy

+ kxz
i

hi�hl
dz

i
dy � dz

qy
i

=
h
kyx
i

hi�hj

dx
+ kyy

i

hi�hk
dy

+ kyz
i

hi�hl
dz

i
dx � dz

qz
i

=
h
kzx
i

hi�hj

dx
+ k

zy

i

hi�hk
dy

+ kzz
i

hi�hl
dz

i
dx � dy

On peut mettre ce syst�eme d'�equations sous la forme

0
@ qx

i

q
y

i

qz
i

1
A =

0
BBB@
�
k
xx
i

dx
+

k
xy

i

dy
+

k
xz
i

dy

�
dy � dz �

k
xx
i dy�dz

dx
�kxy

i
dz �kxz

i
dy�

k
yx

i

dx
+

k
yy

i

dy
+

k
yz

i

dz

�
dx � dz �kyx

i
dz �

k
yy

i
d�dz

dy
�kyz

i
dx�

k
zx
i

dx
+

k
zy

i

dy
+

k
zz
i

dz

�
dx � dy �kzx

i
dy �kzy

i
dx �

k
zz
i dx�dy

dz

1
CCCA �

0
BB@

hi
hj
hk
hl

1
CCA

On pose :

buvi = kuvi
dx � dy � dz

du � dv
; aui =

X
v=x;y;z

buvi et aui =
X

v=x;y;z

bvui

avec u; v des indices muets sur les directions pouvant prendre les valeurs x; y; z et i; j; k; l des
indices sur les num�eros des n�uds (de 1 �a 8). Il vient alors :

qi = Ai �

0
BB@

hi
hj
hk
hl

1
CCA avec Ai =

0
@ ax

i
�bxx

i
�bxy

i
�bxz

i

a
y

i
�byx

i
�byy

i
�byz

i

az
i

�bzx
i

�bzy
i

�bzz
i

1
A (C.5)

C.3.2 Calcul des charges au n�uds

Les d�ebits par mailles sont :

q1 = A1 � ( h1 h2 h3 h5 )
t

q2 = A2 � ( h2 h1 ��Hx h4 h6 )
t

q3 = A3 � ( h3 h4 h1 ��Hy h7 )
t

q4 = A4 � ( h4 h3 ��Hx h2 ��Hy h8 )
t

q5 = A5 � ( h5 h6 h7 h1 ��Hz )
t

q6 = A6 � ( h6 h5 ��Hx h8 h2 ��Hz )
t

q7 = A7 � ( h7 h8 h5 ��Hy h3 ��Hz )
t

q8 = A8 � ( h8 h7 ��Hx h6 ��Hy h4 ��Hz )
t
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h1−Dz

h5

h1

h3

h7

h3−Dz
h5−Dy

h2−Dz

h6

h1−Dy

h8

h4−Dz

h6−Dy

h2

h4

h1−Dx

h5−Dx

h2−Dy

h3−Dx

h7−Dx

Fig. C.6 : Charge au n�uds. Dx repr�esente �Hx, Dy �Hy et Dz �Hz. Ces �P sont utilis�es pour

expliciter les conditions limites p�eriodiques en charge.

En chaque n�ud on �ecrit l'�equation de bilan en prenant en compte la condition de p�eriodicit�e sur
les d�ebits (ce qui sort d'un côt�e entre de l'autre) :

qx1 + q
y

1 + qz1 � qx2 � q
y

3 � qz5 = 0
qx2 + q

y

2 + qz2 � qx1 � q
y

4 � qz6 = 0
qx3 + q

y

3 + qz3 � qx4 � q
y

1 � qz7 = 0
qx4 + qy4 + qz4 � qx3 � qy2 � qz8 = 0
qx5 + q

y

5 + qz5 � qx6 � q
y

7 � qz1 = 0
qx6 + q

y

6 + qz6 � qx5 � q
y

8 � qz2 = 0
qx7 + q

y

7 + qz7 � qx8 � q
y

5 � qz3 = 0
qx8 + q

y

8 + qz8 � qx7 � q
y

6 � qz4 = 0

Pour all�eger l'�ecriture on pose :

d
jkl

i
=

 X
u=x;y;z

au
i

!
+ bxx

j
+ b

yy

k
+ bzz

l

mu

i;j
= �(au

i
+ au

j
) 6= mu

j;i
; m

u;v

i;j
= buv

i
+ bvu

j
= mvu

j;i
6= muv

j;i

Le syst�eme lin�eaire pr�ec�edent s'exprime alors :0
BBBBBBBBBBB@

d
2;3;5
1 mx

1;2 m
y

1;3 m
xy

2;3 mz
1;5 mxz

2;5 m
yz

3;5 0

mx
2;1 d

1;4;6
2 m

xy

1;4 m
y

2;4 mxz
1;6 mz

2;6 0 m
yz

4;6

m
y

3;1 m
yx

1;4 d
4;1;7
3 mx

3;4 m
yz

1;7 0 mz
3;7 mxz

4;7

m
yx

2;3 m
y

4;2 mx
4;3 d

3;2;8
4 0 m

yz

2;8 mxz
3;8 mz

4;8

mz
5;1 mzx

1;6 mzy

1;7 0 d6;7;15 mx
5;6 my

5;7 mxy

6;7

mxz
5;2 mz

6;2 0 m
yz

8;2 mx
6;5 d

5;8;2
6 m

xy

5;8 m
y

6;8

m
yz

5;3 0 mz
7;3 mzx

3;8 m
y

7;5 m
xy

8;5 d
8;5;3
7 mx

7;8

0 m
yz

6;4 mxz
7;4 mz

8;4 m
xy

7;6 m
y

8;6 mx
8;7 d

7;6;4
8

1
CCCCCCCCCCCA
�

0
BBBBBBBBBB@

h1
h2
h3
h4
h5
h6
h7
h8

1
CCCCCCCCCCA

= : : :

� � � =

0
BBBBBBBBBB@

bxx2 b
yy

3 bzz5
b
yx

4 + bzx6 � ax2 b
yy

4 bzz6
bxx4 b

xy

4 + b
zy

7 � a
y

3 bzz7
b
yx

2 + bzx8 � ax4 b
xy

3 + b
zy

8 � a
y

4 bzz8
bxx6 b

yy

7 bxz6 + b
yz

7 � az5
bzx2 � ax6 + b

yx

8 b
yy

8 bxz5 + b
yz

8 � az6
bxx8 b

zy

3 + b
xy

8 � a
y

7 b
yz

5 + bxz8 � az7
bzx4 + b

yx

6 � ax8 b
zy

4 + b
xy

7 � a
y

8 bxz7 + b
yz

6 � az8

1
CCCCCCCCCCA
�

0
@ �Hx

�Hy

�Hz

1
A (C.6)
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Il peut être r�esolu num�eriquement. Les inconnues sont les huit charges aux n�uds, les �P sont
�x�es. On peut remarquer que premi�erement, ce syst�eme est li�e. On peut donc imposer h8 = 0
et enlever la huiti�eme ligne et la huiti�eme colonne du syst�eme. Deuxi�emement, ce syst�eme est
sym�etrique si les tenseurs de perm�eabilit�es locaux sont sym�etriques.

C.3.3 Calcul des macro-d�ebits

On somme les d�ebits sortants pour chaque direction.

Qx = qx2 + qx4 + qx6 + qx8 ; Qy = q
y

3 + q
y

4 + q
y

7 + q
y

8 ; Qz = qz5 + qz6 + qz7 + qz8

Il vient :

Q(�Hx;�Hy;�Hz) =

0
@ Qx

Qy
Qz

1
A = �B � (h1 h2 h3 h4 h5 h6 h7 h8) + T �

0
@ �Hx

�Hy

�Hz

1
A

avec

B =

0
BBBBBBBBBB@

bxx2 b
yy

3 bzz5
b
yx

4 + bzx6 � ax2 b
yy

4 bzz6
bxx4 b

xy

4 + b
zy

7 � a
y

3 bzz7
b
yx

2 + bzx8 � ax4 b
xy

3 + b
zy

8 � a
y

4 bzz8
bxx6 byy7 bxz6 + byz7 � az5

bzx2 � ax6 + b
yx

8 b
yy

8 bxz5 + b
yz

8 � az6
bxx8 b

zy

3 + b
xy

8 � a
y

7 b
yz

5 + bxz8 � az7
bzx4 + b

yx

6 � ax8 b
zy

4 + b
xy

7 � a
y

8 bxz7 + b
yz

6 � az8

1
CCCCCCCCCCA

t

et

T =

0
@ bxx2 + bxx4 + bxx6 + bxx8 b

xy

4 + b
xy

8 bxz6 + bxz8
byx4 + byx8 byy3 + byy4 + byy7 + byy8 byz7 + byz8
bzx6 + bzx8 b

zy

7 + b
zy

8 bzz5 + bzz6 + bzz7 + bzz8

1
A

Il est utile d'�ecrire la matrice (Q) des macro-d�ebits correspondant �a trois solutions particuli�eres.
Ce sont les solutions o�u la di��erence de charge impos�ee est �egale �a 1 dans une direction et nulle
dans les deux autres :

Q =

0
@ Qx(1; 0; 0) Qx(0; 1; 0) Qx(0; 0; 1)

Qy(1; 0; 0) Qy(0; 1; 0) Qy(0; 0; 1)
Qz(1; 0; 0) Qz(0; 1; 0) Qz(0; 0; 1)

1
A

En e�et, on a alors

Q = �B � P + T (C.7)

P est la matrice des trois solutions particuli�eres en charge du syst�eme (C.6).

P =

0
@

h1(1; 0; 0) h2(1; 0; 0) h3(1; 0; 0) h4(1; 0; 0) h5(1; 0; 0) h6(1; 0; 0) h7(1; 0; 0) h8(1; 0; 0)

h1(0; 1; 0) h2(0; 1; 0) h3(0; 1; 0) h4(0; 1; 0) h5(0; 1; 0) h6(0; 1; 0) h7(0; 1; 0) h8(0; 1; 0)

h1(0; 0; 1) h2(0; 0; 1) h3(0; 0; 1) h4(0; 0; 1) h5(0; 0; 1) h6(0; 0; 1) h7(0; 0; 1) h8(0; 0; 1)

1
A
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C.3.4 Calcul de la perm�eabilit�e �equivalente

A grande �echelle le d�ebit s'exprime en fonction de la perm�eabilit�e �equivalente et de la di��erence
de charge impos�ees :8>>><

>>>:
Qx =

h
Kxx�Hx

2dx
+Kxy�Hy

2dy
+Kxz�Hz

2dy

i
4dy � dz

Qy =
h
Kyx�Hx

2dx
+Kyy�Hy

2dy
+Kyz�Hz

2dy

i
4dx � dz

Qy =
h
Kzx�Hx

2dx +Kzy�Hy

2dy +Kzz�Hz

2dy

i
4dx � dy

En prenant les solutions particuli�eres on obtient :

Kxx =
Qx(1;0;0)dx

2dy�dz ; Kxy =
Qx(0;1;0)

2dz ; Kxz =
Qx(0;0;1)

2dy ;

Kyx =
Qy(1;0;0)

2dz
; Kyy =

Qy(0;1;0)dy
2dx�dz

; Kyz =
Qy(0;0;1)

2dx
;

Kzx =
Qz(1;0;0)

2dy
; Kzy =

Qz(0;1;0)
2dx

; Kzz =
Qz(0;0;1)dz

2dx�dy
;

Que l'on peut alors �ecrire sous forme matricielle.

K =
1

2

2
4Q �

0
@ dx 0 0

0 dy 0
0 0 dz

1
A
3
5 � � 1

dy � dz

1

dx � dz

1

dx � dy

�

C.3.5 En R�esum�e

Soit kuv
i

avec i 2 f1; 2; : : : ; 8g et (u; v) 2 fx; y; zg2 les perm�eabilit�es locales, dx, dy et dz les tailles
des mailles �el�ementaires.

On d�e�nit :

buv
i

= kuv
i

dx � dy � dz

du � dv
; au

i
=

X
v=x;y;z

buv
i

et au
i
=

X
v=x;y;z

bvu
i

d
jkl

i
=

 X
u=x;y;z

aui

!
+ bxxj + b

yy

k
+ bzzl

mu

i;j = �(aui + auj ) 6= mu

j;i; m
u;v

i;j
= buvi + bvuj = mvu

j;i 6= muv

j;i

Ce qui permet de poser le syst�eme lin�eaire suivant (on a �x�e h8 = 0).

0
BBBBBBBBB@

d
2;3;5
1 mx

1;2 m
y

1;3 m
xy

2;3 mz
1;5 mxz

2;5 m
yz

3;5

mx
2;1 d

1;4;6
2 m

xy

1;4 m
y

2;4 mxz
1;6 mz

2;6 0

m
y

3;1 m
yx

1;4 d
4;1;7
3 mx

3;4 m
yz

1;7 0 mz
3;7

m
yx

2;3 m
y

4;2 mx
4;3 d

3;2;8
4 0 m

yz

2;8 mxz
3;8

mz
5;1 mzx

1;6 m
zy

1;7 0 d
6;7;1
5 mx

5;6 m
y

5;7

mxz
5;2 mz

6;2 0 m
yz

8;2 mx
6;5 d

5;8;2
6 m

xy

5;8

myz

5;3 0 mz
7;3 mzx

3;8 my

7;5 mxy

8;5 d8;5;37

1
CCCCCCCCCA
� P t = : : :
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� � � =

0
BBBBBBBB@

bxx2 b
yy

3 bzz5
b
yx

4 + bzx6 � ax2 b
yy

4 bzz6
bxx4 b

xy

4 + b
zy

7 � a
y

3 bzz7
b
yx

2 + bzx8 � ax4 b
xy

3 + b
zy

8 � a
y

4 bzz8
bxx6 b

yy

7 bxz6 + b
yz

7 � az5
bzx2 � ax6 + b

yx

8 b
yy

8 bxz5 + b
yz

8 � az6
bxx8 b

zy

3 + b
xy

8 � a
y

7 b
yz

5 + bxz8 � az7

1
CCCCCCCCA

Que l'on r�esout num�eriquement. On obtient la matrice des charges :

P =

0
@ h1(1; 0; 0) h2(1; 0; 0) h3(1; 0; 0) h4(1; 0; 0) h5(1; 0; 0) h6(1; 0; 0) h7(1; 0; 0)

h1(0; 1; 0) h2(0; 1; 0) h3(0; 1; 0) h4(0; 1; 0) h5(0; 1; 0) h6(0; 1; 0) h7(0; 1; 0)
h1(0; 0; 1) h2(0; 0; 1) h3(0; 0; 1) h4(0; 0; 1) h5(0; 0; 1) h6(0; 0; 1) h7(0; 0; 1)

1
A

Le tenseur de perm�eabilit�e �equivalente s'exprime alors :

K =
1

2

2
4(�B � P + T ) �

0
@ dx 0 0

0 dy 0
0 0 dz

1
A
3
5 �� 1

dy � dz

1

dx � dz

1

dx � dy

�
(C.8)

avec

B =

0
BBBBBBBB@

bxx2 b
yy

3 bzz5
b
yx

4 + bzx6 � ax2 b
yy

4 bzz6
bxx4 bxy4 + bzy7 � ay3 bzz7

b
yx

2 + bzx8 � ax4 b
xy

3 + b
zy

8 � a
y

4 bzz8
bxx6 b

yy

7 bxz6 + b
yz

7 � az5
bzx2 � ax6 + b

yx

8 b
yy

8 bxz5 + b
yz

8 � az6
bxx8 b

zy

3 + b
xy

8 � a
y

7 b
yz

5 + bxz8 � az7

1
CCCCCCCCA

t

T =

0
@ bxx2 + bxx4 + bxx6 + bxx8 b

xy

4 + b
xy

8 bxz6 + bxz8
b
yx

4 + b
yx

8 b
yy

3 + b
yy

4 + b
yy

7 + b
yy

8 b
yz

7 + b
yz

8

bzx6 + bzx8 b
zy

7 + b
zy

8 bzz5 + bzz6 + bzz7 + bzz8

1
A

C.3.6 Cas o�u les perm�eabilit�es locales sont isotropes

On a :

buv
i

= 0 si u 6= v

Il en r�esulte :

au
i
= �au

i
= buu

i
; d

j;k;l

i
=

 X
u=x;y;z

buu
i

!
+ bxx

j
+ b

yy

k
+ bzz

l
; mu

i;j
= �buu

i
� buu

j
; muv

i;j
= 0 si u 6= v
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Finalement le syst�eme (C.6) devient :

0
BBBBBBBBBBB@

d
2;3;5
1 mx

1;2 m
y

1;3 0 mz
1;5 0 0 0

mx
2;1 d1;4;62 0 my

2;4 0 mz
2;6 0 0

m
y

3;1 0 d
4;1;7
3 mx

3;4 0 0 mz
3;7 0

0 m
y

4;2 mx
4;3 d

3;2;8
4 0 0 0 mz

4;8

mz
5;1 0 0 0 d

6;7;1
5 mx

5;6 m
y

5;7 0

0 mz
6;2 0 0 mx

6;5 d
5;8;2
6 0 m

y

6;8

0 0 mz
7;3 0 m

y

7;5 0 d
8;5;3
7 mx

7;8

0 0 0 mz
8;4 0 m

y

8;6 mx
8;7 d

7;6;4
8

1
CCCCCCCCCCCA
�

0
BBBBBBBBBB@

h1
h2
h3
h4
h5
h6
h7
h8

1
CCCCCCCCCCA

= Bt �

0
@ �Hx

�Hy

�Hz

1
A

et la perm�eabilit�e s'obtient toujours grâce �a l'�equation (C.8) en prenant pour B et T les matrices
suivantes :

B =

0
BBBBBBBBBB@

bxx2 b
yy

3 bzz5
�bxx2 b

yy

4 bzz6
bxx4 �byy3 bzz7
�bxx4 �byy4 bzz8
bxx6 b

yy

7 �bzz5
�bxx6 b

yy

8 �bzz6
bxx8 �byy7 �bzz7
�bxx8 �byy8 �bzz8

1
CCCCCCCCCCA

t

T =

0
@ bxx2 + bxx4 + bxx6 + bxx8 0 0

0 b
yy

3 + b
yy

4 + b
yy

7 + b
yy

8 0
0 0 bzz5 + bzz6 + bzz7 + bzz8

1
A
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Annexe D

Perm�eam�etre tensoriel

L'id�ee g�en�erale est que pour mesurer un tenseur de perm�eabilit�e il faut disposer de la composante
de la vitesse d'�ecoulement perpendiculaire au gradient de charge. Cette composante peut être
mesur�ee exp�erimentalement si l'on est capable de d�eterminer le d�ecalage des centres de gravit�e des
ux d'eau entre la face d'entr�ee et de sortie du perm�eam�etre (voir chapitre 4). Le dispositif d�ecrit
sur la �gure D.1 permet de diviser les ux d'eau sur les faces d'entr�ee et de sortie de l'�echantillon
tout en maintenant une charge constante. Les ux d'entr�ee sont obtenus en faisant la di��erence
entre le volume initial et le volume �nal contenu dans chaque r�eservoir alimentant une partie de
l'�echantillon.

Pour d�eterminer le tenseur de perm�eabilit�e, il faut de plus pouvoir mesurer le gradient de charge
perpendiculaire �a la direction principale d'�ecoulement. Pour cela, il est n�ecessaire d'instrumenter
les faces lat�erales de l'�echantillon d'un nombre suÆsant de capteurs de pression. Le gradient lat�eral
s'obtiendra en faisant la di��erence des valeurs moyennes de pression sur chacune des faces lat�erales.

Le probl�eme majeur d'un tel dispositif est que les conditions lat�erales �a ux nul perturbent le
syst�eme. On peut donc s'attendre �a ce que les tenseurs obtenus ne soient pas les tenseurs \in-
trins�eques". Toutefois, par rapport �a un dispositif classique, ce syst�eme permet de d�etecter l'exis-
tence d'une anisotropie et d'en mesurer les directions principales. Une fois ces directions obtenues,
on peut e�ectuer des mesures dans les directions d'anisotropie et obtenir les valeurs non per-
turb�ees. Une simple rotation permet ensuite d'obtenir le tenseur de perm�eabilit�e complet. Si l'on
veut simplement d�etecter la pr�esence d'une anisotropie sans d�eterminer les directions principales,
il n'est pas n�ecessaire de mesurer le gradient de charge perpendiculaire �a la direction principale
d'�ecoulement.
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Trop plein

(idem sur la face opposée)
Echantillon
anisotrope

Niveau d’eau

Vitesse d’écoulement

idem idem

Légende :

Réservoirs de stockage des flux sortants

Charge constante égale dans tous les bacs

Pompe, débit constant

Flux entrant
par élément

Flux sortant
par élément

Un système 
d’alimentation par 
élément

Face amont divisée
en n éléments

Face aval
divisée en 
n éléments

Réservoirs d’alimentation permettant 
la mesure des flux entrant

Vécoulé = Vinitial − Vfinal

Mesures latérales des 
charges hydrauliques

Fig. D.1 : Sch�ema du perm�eam�etre tensoriel.
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Annexe E

Pr�esentation du logiciel TRIMULEC

Cette annexe pr�esente les bases conceptuelles du logiciel TRIMULEC d�evelopp�e par Patrick Goblet
(1990 et 1992) au Centre d'Informatique G�eologique.

E.1 L'approximation �el�ements �nis

La technique des �el�ements �nis permet de remplacer l'�equation di��erentielle que constitue l'�equation
de la di�usivit�e et les conditions aux limites associ�ees, par un syst�eme d'�equations lin�eaires donnant
une solution approch�ee du probl�eme pos�e.

Dans ce paragraphe nous allons faire une pr�esentation succincte des principales �etapes de la
m�ethode des �el�ements �nis, l'objectif est de permettre au lecteur de connâ�tre les �equations pos�ees
dans TRIMULEC.

Soit �a r�esoudre :

div [k grad(h)] = 0 (E.1)

sur un domaine not�e 
, avec des conditions limites du type :

h(x; y; z) = h1(x; y; z) sur �1

k
@h

@n
= v2(x; y; z) sur �2

avec � la fronti�ere de 
 et �1 [ �2 = �

� La premi�ere �etape consiste �a discr�etiser le domaine 
. C'est �a dire �a passer d'un domaine continu
(o�u le nombre de points o�u l'on cherche h est in�ni) �a un domaine discret (o�u le nombre de points
o�u l'on cherche h est �ni). Pour cela l'espace est divis�e par des mailles �el�ementaires. Ces mailles
sont les �el�ements �nis. Leur g�eom�etrie peut être tr�es vari�ee : triangle, t�etra�edre, prisme, etc, mais
dans TRIMULEC ce sont des parall�el�epip�edes qui ont tous la même taille. Le maillage est dit
r�egulier. Les sommets des mailles sont appel�es les n�uds. Dans chaque �el�ement la perm�eabilit�e
est suppos�ee constante.

� La deuxi�eme �etape consiste �a �ecrire que la charge hydraulique h est approch�ee par une combi-
naison lin�eaire de fonctions �el�ementaires :

h(x; y; z) =

nX
i=1

hiNi(x; y; z) (E.2)
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Annexe E { Pr�esentation du logiciel TRIMULEC

i est un indice sur les n�uds du maillage, hi est la charge au n�ud i et Ni(x; y; z) est une fonction
de base appel�ee fonction chapeau au n�ud i. La fonction Ni est une fonction tri-lin�eaire, elle vaut
1 au n�ud i et d�ecrô�t lin�eairement dans toutes les directions jusqu'�a valoir 0 pour chacun des
n�uds voisins du n�ud i.

Pour faciliter les d�eveloppements analytiques, les fonctions Ni sont exprim�ees en fonction de
coordonn�ees r�eduites : �, � et �. Ces coordonn�ees sont d�e�nies �a l'int�erieur d'un �el�ement par :

� = 2

�
x� x1

a

�
� 1 � = 2

�
y � y1

b

�
� 1 � = 2

�
z � z1

c

�
� 1 (E.3)

avec a, b et c la taille de l'�el�ement dans les directions x, y et z, et (x1; y1; z1) les coordonn�ees dans
le rep�ere global du n�ud 1.

−1 1

−1

1

1 2

3 4

Fig. E.1 : Num�erotation des n�uds d'un �el�ement �ni rectangulaire en 2D et coordonn�ees r�eduites.

A l'aide de ces coordonn�ees r�eduites, on exprime les fonctions Ni dans l'�el�ement par :

Ni =
1

4
(1 + ��i)(1 + ��i) en 2D (E.4)

Ni =
1

8
(1 + ��i)(1 + ��i)(1 + ��i) en 3D (E.5)

�i, �i et �i sont les coordonn�ees r�eduites du n�ud i.

� La derni�ere �etape consiste �a remplacer l'�equation (E.1) par les n �equations suivantes :

i = 1; : : : ; n

Z
D

Ni div [k grad(h)] d! = 0 (E.6)

En e�et, il est clair que si h est solution de (E.1) alors h est solution de (E.6) et r�eciproquement
on peut montrer que si h� est solution de (E.6) alors h� est une approximation de h qui tend vers
h quand le nombre d'�el�ements �nis tend vers l'in�ni.

 Comme le nombre d'�el�ements �nis utilis�es en pratique est toujours �ni le r�esultat obtenu est une

approximation.

Les �equations (E.6) se simpli�ent. On commence par faire une int�egration par partie, on obtient
alors :

i = 1; : : : ; n

Z
�

Ni [k grad(h)] � nd �

Z



grad(Ni) � [k grad(h)] d! = 0

Le premier terme n'est pas calcul�e en pratique. On reconnâ�t, au signe pr�es, le ux sortant par la
partie de la fronti�ere entourant le n�ud i. Ce terme est utilis�e pour imposer les conditions aux
limites.
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E.1 { L'approximation �el�ements �nis

Dans le second terme, h est remplac�e par son approximation (�equation E.2), l'int�egrale sur 
 est
remplac�ee par une somme d'int�egrales sur chaque �el�ement e. Les fonctions Ni �etant non nulles
seulement lorsque le n�ud i appartient �a l'�el�ement e, une grande partie des termes disparâ�t.
On note "i l'ensemble des �el�ements dont l'un des n�ud est i, et  i l'ensemble des n�uds qui
appartiennent aux �el�ements de "i, c'est �a dire l'ensemble des voisins de i. Grâce aux simpli�cations
indiqu�ees et avec ces notations, le syst�eme d'�equations (E.6) s'�ecrit sous la forme du syst�eme
lin�eaire suivant :

i = 1; : : : ; n
X
e2"i

X
j2e

�
�

Z

e

grad(Ni) � [ke grad(Nj)] d!e

�
hj =

X
j2 i

aijhj = qi (E.7)

Ve repr�esente le volume de l'�el�ement e. qi est le terme correspondant au ux sortant.

Comme les fonctions �el�ementaires sont connues et que le maillage est r�egulier, on peut calculer
analytiquement les int�egrales :Z


e

grad(Ni) � [ke grad(Nj)] d!e =

Z

e

X
u2fx;y;zg

X
v2fx;y;zg

kuv
e

@Ni

@u

@Nj

@v
d!

On note c e
ij
les int�egrales �el�ementaires :

ceij =
X

u2fx;y;zg

X
v2fx;y;zg

Z

e

kuve
@Ni

@u

@Nj

@v
d! (E.8)

Pour illustrer le calcul des ce
ij
nous allons e�ectuer le d�eveloppement en deux dimensions pour le

terme en kxxe .

Ixx =

Z x2

x1

Z y3

y1

@Ni

@x

@Nj

@x
dx dy =

Z 1

�1

Z 1

�1

@Ni

@�

@Nj

@�
d� d�

@Ni

@�
=
�i

4
(1 + ��i)

@Ni

@�
=
�i

4
(1 + ��i)

Ixx =

Z 1

�1

Z 1

�1

�i�j

16
(1 + ��i) (1 + ��j) d� d�

=
�i�j

16

Z 1

�1

Z 1

�1

�
1 + (�i + �j) � + �i�j�

2
�
d� d�

=
�i�j

16

Z 1

�1

�
� +

1

2
(�i + �j) �

2 +
1

3
�i�j�

3d� d�

�1
�1

d�

=
�i�j

16

Z 1

�1

�
2 +

2�i�j
3

�
d�

=
�i�j

4

�
1 +

�i�j

3

�

Le même type de calcul permet de calculer tous les termes de ce
ij
. En deux dimensions on a

�nalement :

ceij = kxxe
�i�j

4

�
1 +

�i�j

3

�
+ kxye

�i�j

4
+ kyxe

�j�i

4
+ kyye

�i�j

4

�
1 +

�i�j

3

�
(E.9)
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En trois dimensions le coeÆcient ce
ij
s'exprime de même :

ce
ij
=kxx

e

�i�j

8

�
1 +

�i�j

3

��
1 +

�i�j

3

�
+ kxy

e

�i�j

8

�
1 +

�i�j

3

�
+ kxz

e

�i�j

8

�
1 +

�i�j

3

�
+ : : :

kyye
�i�j

8

�
1 +

�i�j

3

��
1 +

�i�j

3

�
+ kyxe

�i�j

8

�
1 +

�i�j

3

�
+ kyze

�i�j

8

�
1 +

�i�j

3

�
+ : : :

kzze
�i�j

8

�
1 +

�i�j

3

��
1 +

�i�j

3

�
+ kzxe

�i�j

8

�
1 +

�i�j

3

�
+ kzye

�i�j

8

�
1 +

�i�j

3

�

Les coeÆcients du syst�eme lin�eaire (E.7) se calculent alors comme des sommes de coeÆcients ce
ij
:

aij =
X
e2"i

X
j2e

ceij i = 1; : : : ; n (E.10)

avec "i qui repr�esente l'ensemble des �el�ements auxquels le n�ud i appartient.

� Pour que le probl�eme soit correctement pos�e, il faut encore imposer les conditions aux limites
aux fronti�eres du domaine.

Pour imposer une condition de ux au n�ud i il suÆt de donner �a qi la valeur d�esir�ee. Pour
imposer une charge h sur le n�ud i TRIMULEC utilise une m�ethode dite de p�enalisation : on
�ecrit qi = Ch et aii = C avec C tr�es grand (C = 1010aii), cela pr�esente l'avantage de garder la
matrice des aij sym�etrique.

Pour tous les n�uds i n'appartenant pas �a la fronti�ere du domaine, l'int�egrale
R
�
Ni [k grad(h)] �

nd est nulle et donc qi = 0.

E.2 La technique multigrille

Comme nous venons de le voir, la m�ethode des �el�ements �nis permet de remplacer l'�equation de
la di�usivit�e et les conditions aux limites, sur une grille not�ee M1, par un syst�eme lin�eaire :

Ah = q (E.11)

o�u A est une matrice carr�ee, h et q sont des vecteurs, l'inconnue est h.

La technique multigrille permet de r�esoudre ce syst�eme d'�equation lin�eaire. Rappelons tout d'abord
qu'elle est bas�ee sur un ensemble de grille embô�t�ees sur lesquelles le syst�eme lui-même ou ses
r�esidus sont r�esolus it�erativement.

Pour r�esoudre le syst�eme (E.11), l'algorithme commence par l'application d'une m�ethode it�erative
classique, en se limitant aux premi�eres it�erations. On obtient une solution approch�ee h1. L'erreur
(ou r�esidu) est calcul�e :

r1 = q �Ah1 (E.12)

La solution exacte de (E.11) s'exprime alors :

h = h1 + � avec A� = r1 (E.13)

Si l'on remarque que le solveur it�eratif utilis�e lors de l'�etape 1 a pour e�et de lisser les fr�equences
d'erreur bien repr�esent�ees par le maillage M1, on peut avoir l'id�ee de r�esoudre (E.13) non pas sur
le maillage initial mais sur un maillage (M2) plus grossier, qui permettra de �ltrer une fr�equence
plus basse des erreurs. On obtient ainsi l'algorithme suivant :

1. Une ou plusieurs it�erations sur M1 pour obtenir h1
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2. Calcul du r�esidu r1 = q �Ah1

3. Projection du r�esidu sur un maillage plus grossier M2

4. Une ou plusieurs it�erations sur M2, donnant une estimation de l'erreur �

5. Interpolation de l'erreur sur M1

6. Correction de la solution

7. Reprise de 1, jusqu'�a convergence

Pour obtenir le maximum d'eÆcacit�e cet algorithme est �etendu sur autant de niveaux de grille que
possible. Ainsi, il est int�eressant que la grille initiale M1 ait un nombre de mailles dans chaque
direction de l'espace qui soit une puissance de deux.

La forte h�et�erog�en�eit�e et les rapports d'anisotropie important des milieux �etudi�es ont n�ecessit�es
des modi�cations dans la formulation multigrille (Goblet 1992) :
{ les op�erateurs d'interpolation et de projection ont �et�e red�e�nis en prenant en compte l'h�et�erog�en�eit�e
des perm�eabilit�es ;

{ des m�ethodes de relaxation par points ou par lignes ont �et�e impl�ement�ees pour am�eliorer les
r�esultats dans le cas d'anisotropie forte ;

{ les �equations prenant en compte le tenseur complet de perm�eabilit�e (sym�etrique) ont �et�e pro-
gramm�ees pour pouvoir faire des exp�eriences num�eriques sur la nature tensorielle de la perm�eabilit�e
�equivalente.

Cet ensemble d'am�eliorations ont rendu possible la r�esolution de l'�equation de la di�usivit�e avec
une m�ethode eÆcace y compris pour des milieux fortement h�et�erog�enes et anisotropes.
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Annexe F

Rapports caract�erisant l'anisotropie

Nous d�emontrons ici comment sont obtenus les rapports quanti�ant l'anisotropie dans la formule
de Kruel-Romeu (1994) ainsi que dans la renormalisation simpli��ee. Pour all�eger l'�ecriture, le
calcul est e�ectu�e en deux dimensions.

Soit l'�equation de la di�usivit�e pour un milieu h�et�erog�ene, anisotrope :

@
�
kxx @h

@x
+ kxy @h

@y

�
@x

+
@
�
kxy @h

@x
+ kyy @h

@y

�
@y

= 0

On fait le changement de variable suivant :

x0 = �xx )
@h

@x
=

@h

@x0
dx0

dx
= �x

@h

@x0

y0 = �yy )
@h

@y
=
@h

@y0
dy0

dy
= �y

@h

@y0

L'�equation de di�usivit�e devient :

@
�
�2xk

xx @h

@x0
+ �x�yk

xy @h

@y0

�
@x0

+
@
�
�x�yk

xy @h

@x0
+ �2yk

yy @h

@y0

�
@y0

= 0

En �ecrivant :

@
�
k0
xx @h

@x0
+ k0

xy @h

@y0

�
@x0

+
@
�
k0
xy @h

@x0
+ k0

yy @h

@y0

�
@y0

= 0

et en identi�ant les termes membre �a membre on obtient :

k0
xx

k0yy
=
kxx

kyy
�2
x

�2y
;

k0
xx

k0xy
=
kxx

kxy
�x

�y

Si l'on note dx une longueur �el�ementaire suivant x (la taille d'une maille par exemple), dy une
longueur �el�ementaire suivant y, et leur �equivalent dx0 et dy0 dans le second rep�ere (dx0 = �xdx et
dy0 = �ydy), alors il vient :

�x =
dx0

dx
�y =

dy0

dy
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Annexe F { Rapports caract�erisant l'anisotropie

d'o�u pour les termes principaux du tenseur de perm�eabilit�e :

k0
xx

k0yy

�
dx0

dy0

�2

=
kxx

kyy

�
dx

dy

�2

= ax
y

C'est ce rapport qu'il faut conserver lors du changement de rep�ere. C'est lui qui permet de quan-
ti�er l'anisotropie de type 2 et 3.

Remarque :

auv = (avu)
�1 auv = auwa

w

v

Pour les termes non diagonaux le rapport d'anisotropie est le suivant :

k0
xx

k0xy
dx0

dy0
=
kxx

kxy
dx

dy
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Annexe G

R�esultats du test num�erique en

diphasique

Cette annexe pr�esente des r�esultats compl�ementaires pour la comparaison des techniques de chan-
gement d'�echelle en �ecoulement diphasique (chapitre 8). Il s'agit des courbes d'erreurs quadratique
en fonction du temps L2(t;m).
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Fig. G.1 : Milieu p�eriodique : L2

p(m; t) sur les pressions non norm�ees
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pn(m; t) sur les pressions norm�ees (p=pmax)
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