SUR LA PROPRIETE (T) TORDUE PAR UN
PRODUIT TENSORIEL

MARIA-PAULA GOMEZ-APARICIO

RESUME. Dans cet article on définit une version tordue de la pro-
priété (T) de Kazhdan en considérant des produits tensoriels de re-
présentations unitaires par des représentations irréductibles de di-
mension finie non-unitaires d’un groupe topologique. On démontre,
en utilisant la décroissance uniforme des coefficients de matrices des
représentations unitaires d’un groupe de Lie réel simple G, ayant
la propriété (T) de Kazhdan, que toute représentation irréductible
de dimension finie p de G est isolée parmi les représentations de
la forme p ® 7, ol ™ parcourt les représentations unitaires irréduc-
tibles de GG, dans un sens que ’on précisera.

ABSTRACT. In this article, we consider tensor products of uni-
tary representations by irreducible non-unitary finite dimensional
representations of topological groups to define a property that is
a twisting of Kazhdan’s Property (T). We use the uniform decay
of the matrix coefficients of unitary representations, to show that
for most of the real semi-simple Lie groups having Kazhdan’s Pro-
perty (T), any finite dimensional irreducible representation p of G,
is isolated among representations of the form p® 7, where 7 ranges
over the irreducible unitary representations, in a sense to be made
precise.

INTRODUCTION

Un groupe topologique G a la propriété (T) de Kazhdan si sa représen-
tation triviale est isolée dans son dual unitaire, G. En 1967, Kazhdan a
introduit cette propriété pour étudier la structure des réseaux dans les
groupes de Lie réels. Il démontre que tout réseau d’'un groupe de Lie
réel G qui a la propriété (T), est de type fini [Kal|. Plus tard, en 1981,
Akemann et Walter on donné une caractérisation C*-algébrique de la
propriété (T) [AW, Lemma 2|. Ils démontrent qu'un groupe topologique
localement compact G a la propriété (T) si et seulement s’il existe un
idempotent p dans la C*-algébre maximale C*(G) de G tel que pour
toute représentation (7, H) unitaire de G, 7(p) soit la projection ortho-
gonale sur le sous-espace de H formé des vecteurs G-invariants (voir
aussi [Va, Proposition 2|).

Dans cet article, on va définir un renforcement de la propriété (T)
en considérant des produits tensoriels de représentations unitaires par
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des représentations irréductibles non unitaires de dimension finie. Pour
ceci, on va définir, pour toute représentation irréductible de dimen-
sion finie d’un groupe topologique, un analogue tordu de la C*-algébre
maximale de GG, que l'on va noter Ag, et on va définir une propriété
(T) tordue en termes de celle-ci.

Définition 1. Soient G un groupe localement compact et (p, V') une
représentation irréductible de dimension finie de G. Soit C.(G) Iespace
vectoriel des fonctions continues & support compact sur G et soit Ag
la complétion de C.(G) pour la norme ||.|| 4, donnée par :
11l = Sup (o @ m) ()l cver),

pour f € C.(G) et ou (m, H,) est une représentation unitaire de G.
On dira que G a la propriété (T) tordue par p s'il existe un idempotent
pe dans Ag tel que : p(pg) = Idy et, pour toute 7 représentation uni-
taire de G' qui ne contient pas la représentation triviale, (p®7)(pe) = 0.

Si un groupe G a la propriété (T) tordue par p, on dira alors que p
est isolée parmi les représentation de la forme p @ 7, ou m est une re-
présentation unitaire irréductible de GG, terminologie que 'on justifiera
(voir la proposition 7).

De plus, pour toute représentation irréductible de dimension finie p
on va définir, de la méme fagon, un analogue tordu de C!(G), la C*-
algébre réduite de GG, que l'on notera Ay, et on démontrera que si G
a la propriété (T) tordue p, alors les algebres Ag et A7, n’ont pas la
méme K-théorie, 'intérét pour nous étant de calculer la K-théorie de
ces algebres.

On démontre aussi que la propriété (T) tordue par une représentation
p est héritée par tout réseau cocompact du groupe : Si G a (T) tordue
par p et I' est un réseau cocompact de G, alors I' a la propriété (T)
tordue par p|r.

On ne sait pas encore si tout groupe localement compact ayant la
propriété (T) a aussi la propriété (T) tordue par toute représenta-
tion irréductible de dimension finie, mais la derniére partie de ’article
est consacrée a la démonstration du fait que, au moins, beaucoup de
groupes de Lie ayant la propriété (T) ont aussi la propriété (T) tordue
par n’importe quelle représentation irréductible de dimension finie. On
sait que tout groupe de Lie G réel simple connexe de centre fini de rang
réel > 2 ou localement isomorphe & Sp(n, 1) pour n > 2 ou a Fy_),
a la propriété (T) [HV]. Plus fort encore, il vérifie une décroissance
uniforme des coeflicients de matrice des représentations unitaires de
G qui n’ont pas de vecteurs invariants non nuls [Co|. On utilise cette
propriété donnée par le théoréme 18, pour montrer le résultat suivant :

Théoréme 2. Soit G un groupe de Lie réel algébrique semi-simple de
centre fini, conneze et simplement conneze (au sens algébrique), et tel
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que chaque facteur simple de G est ou bien de rang réel supérieur ou
égal a 2, ou bien localement isomorphe a Sp(n,1) pour n > 2 ou a
Fy_20), et soit p une représentation irréductible de dimension finie de
G. Alors G a la propriété (T) tordue par p.

Le cas ou G = SL,,(R) et m > 3 a été présenté par 'auteur lors de
I’école d’été intitulée "Topological and Geometric Methods for Quan-
tum Field Theory" pendant I’été 2005 & Villa de Leyva en Colombie et
va étre publi¢ dans les comptes-rendus de celle-ci [Go].

David Fisher et Theron Hitchman définissent dans [FH]| une propriéteé,
qu’ils appellent F'® H, en termes de 1-cohomologie, qui ressemble a la
propriété (T) tordue par p; on ne connait pas d’implication entre les
deux propriétés.

Remerciements. Je voudrais remercier Vincent Lafforgue pour ses
nombreuses suggestions et sa grande disponibilité et Bachir Bekka pour
ses éclaircissements dans le cas des groupes de rang 1.

1. PROPRIETE (T) TORDUE

Définitions et terminologie. On rappelle la définition de propriété
(T) tordue énoncée dans I'introduction :

Définition 3. Soient G un groupe localement compact et (p, V') une
représentation irréductible de dimension finie de GG, ot V' est un espace
vectoriel complexe muni d’une norme hermitienne. Soit C.(G) I'espace
vectoriel des fonctions continues a support compact sur G et soit Ag
la complétion de C.(G) pour la norme ||.|| 4, donnée par :

1fllag = (Sl;fp) 1(p @) (Nl cever,
pour f € C.(G), ou (w, H,) varie parmi les représentations unitaires
de G.
On note 14 la représentation triviale de G et on dit que G a la propriété
(T) tordue par p s'il existe un idempotent pe dans Ag tel que :
p(pg) = Idy et, pour toute 7 représentation unitaire de G qui ne
contient pas lg, (p ® 7)(pe) = 0.

Remarque 4. L’algébre Ag est une algébre de Banach involutive et
toute représentation du groupe G de la forme p ® m avec m unitaire
peut étre prolongée, de fagcon évidente, en une représentation de Ag
que 'on note aussi, par abus de notation, p ® .

Remarque 5. Si G a la propriété (T) tordue par (p, V'), alors, pour toute
(m, H) représentation unitaire de G, (p ® 7)(pg) est la projection de
V&@H sur V@ H® parallélement & V @ (H)L, ot HY est le sous-espace
de H formé des vecteurs G-invariants. En effet, il suffit d’écrire 7 de la
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forme 7y @ 71, ot T est la sous-représentation de 7w sur (H)% qui ne
contient pas la représentation triviale et my est la sous-représentation
de 7 qui a pour espace H et qui est équivalente a 1.

Définition 6. Soit G un groupe localement compact, G son dual uni-
taire et (p, V) une représentation irréductible de G. On définit une
nouvelle topologie sur @, que 'on appelle tordue par p, de la maniére
suivante : Si P est un sous-ensemble de G et 7 € G alors 7 est dans
I’adhérence tordue par p de P, si p ® 7w est contenu dans ’adhérence
de Fell de p® P := {p @ 7|7’ € P} dans le dual de Ag ( voir [FD]
Chapitre VII ).

On note G* I’espace G muni de cette topologie.

Proposition 7. Soit G un groupe topologique localement compact et
p une représentation irréductible de dimension finie de G. Si G a la
propriété (T) tordue par p alors la représentation triviale de G est

1solée dans GP*.

Démonstration. Supposons que G a la propriété (T) tordue par p et
soit pg l'idempotent dans Ag qui vérifie les propriétés données par la
définition 3. Supposons que p soit contenue dans ’adhérence de Fell
de 'ensemble {p ® 7|m est une représentation unitaire} dans le dual de
Ac. On a alors

ﬂ Ker(p ® m) C Ker(p),

1g¢n
(voir par exemple [FD, Chapitre VII Proposition 3.11]).
Or, pg € ﬂlggﬂ Ker(p @ 7) et p(pg) # 0, et donc p est isolée, pour
la topologie de Fell, dans le sous-ensemble du dual de Ag formé des
représentations de la forme p ® 7, o 7 est une représentation unitaire
de GG. Par conséquent, 14 est isolée dans Gr. U

Cette proposition justifie la terminologie utilisée :

Si un groupe topologique G a la propriété (T) tordue par une représen-
tation irréductible de dimension finie p, on dira alors que p est isolée
parmi les représentations de la forme p&@m, ol T est une représentation
unitaire irréductible de G.

Remarque 8. Si p = 1g, alors G a la propriété (T) tordue par 1g s'il
existe un idempotent pg dans la C*-algebre maximale de G, tel que
pour toute représentation unitaire m de G, 7(pg) soit la projection sur
I’espace des vecteurs G-invariants. Dans ce cas, la proposition 7 est une
équivalence et c’est le résultat connu qui dit qu’un groupe localement
compact a la propriété (T) usuelle si et seulement si C*(G) s’écrit
comme une somme directe de C*-algebres de la forme :

C*(G) =Ker(lg) @ 1,
ot I est un idéal bilatere fermé de C*(G) [AW], |Va/.
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L’objectif principal de cet article est de prouver que beaucoup de
groupes de Lie qui ont la propriété (T), vérifient aussi la propriété
(T) tordue par n’importe quelle représentation irréductible de dimen-
sion finie.

En s’inspirant de la remarque précédente, pour tout groupe topologique
localement compact G et toute représentation irréductible de dimension
finie p de G, on considére 'espace vectoriel C,(G) formé des fonctions
continues & support compact sur G et on définit deux nouvelles com-
plétions de celui-ci de la maniére suivante :

Soit A’ la complétion de C.(G) par rapport a la norme ||.|| 4, donnée
par :

[fllae = sup [[(p @ m)(F)llcovomn.),

(m,Hx)
pour f € C.(G), ou (w, H,) varie parmi les représentations unitaires
de G qui ne contiennent pas la représentation triviale.
Et soit A7, la complétion de C.(G) pour la norme ||.|| 4, donnée par :

[f1l.az, = loCH[Enacvy

pour tout f € C.(G).
On remarque alors qu’on a deux morphismes d’algébres de Banach :

@1 Z.AG —>A/G and @2 : .AG — A’/G .

Soit © : Ag — A’ & A" le prolongement & Ag du morphisme donné
sur C.(G) par : O(f) = (©1(f), O2(f)). C’est un morphisme d’algébres
de Banach.

On a alors I’équivalence évidente suivante :

Proposition 9. Le groupe G a la propriété (T) tordue par p si et seule-
ment si le morphisme d’algébres de Banach © est un isomorphisme.

Relation avec la K-théorie Soient G un groupe topologique et (p, V)
une représentation irréductible de dimension finie de G. De la méme
fagon que l'on a défini 'algébre A, qui est 'analogue tordu par p de
la C*-algébre maximale de G, on peut définir une algebre de Banach
réduite tordue par p de G comme étant la complétion de C,(G) pour
la norme :

[ fllaz, = llp @ La(f)lcverz@y,

pour f € C.(G) et ou Lg est la représentation réguliére gauche de G
dans L*(G). On note A7, cette complétion.
On a alors un unique morphisme d’algebres de Banach prolongeant

'identité sur C.(G) :
p& Lg: Ag — A,
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qui définit un morphisme en K-théorie
(p® La)" - K(Ag) — K(Ag).

Proposition 10. Si G a la propriété (T) tordue par p et G n'est pas
un groupe compact alors les algébres Aq et Ay, n'ont pas la méme K-
théorie, c’est-a-dire que (p @ Lg)* n’est pas un isomorphisme.

Démonstration. Supposons que G soit un groupe localement compact
non-compact ayant la propriété (T) tordue par une représentation p.
Il existe alors un idempotent non-nul pg € Ag tel que p(pg) = Idy
et, pour toute représentation 7 unitaire de G qui ne contient pas la
représentation triviale , (p ® 7)(pe) = 0. Comme G n’est pas compact
on peut prendre m = Lg et, par conséquent, (p ® Lg)(pg) = 0, ce qui
montre que (p ® Lg)* n’est pas un morphisme injectif.

O

Propriété d’hérédité On va démontrer que la propriété (T) tordue
par une représentation irréductible de dimension finie est héritée par
les réseaux cocompacts du groupe. Pour qu’'un énoncé de ce style ait
un sens, on a d’abord besoin du lemme suivant :

Lemme 11. Si I est un réseau cocompact d’un groupe topologique loca-
lement compact G ayant la propriété (T) tordue par une représentation
irréductible de dimension finie (p, V'), alors p|r est une représentation
wrréductible de T.

Démonstration. Soit Homp(V|p, V|r) l'ensemble des morphismes I'-
invariants de V|p dans V|p. On a un morphisme injectif de
Homr(V|r, Vr) dans Homg(V,V ® L*(G/T)), ou L*(G/T') est l'es-
pace de la représentation réguliére quasi-invariante de G. En effet, soit
T € Homrp(V|p, V|r) et Fr la fonction continue sur G a valeurs dans
End(V) telle que Fr(g) = p(g9)Tp(g)~t, pour tout g € G. Comme T
est I-équivariant, Fr est une fonction continue (qui est en plus G-
équivariante) sur G/I' a valeurs dans End(V). Comme G/I" est com-
pact, Fr appartient a L2(G/T, End(V)).

Soit

F(T):V — L*(G/T,V),

tel que F(T)(v)(x) = Fr(z)v, pour tout v € V et tout = € G/I.
C’est une application linéaire continue G-équivariante, donc F(T') €
Homg(V,L*(G/T,V)) = Homg(V,L*(G/T) @ V).

De plus, si 1 € G est 'identité de G, alors Frr(1) = T et donc, la corres-
pondance T +— F(T) définit un morphisme injectif de Homp(V'|r, V1)
dans Homg(V,V ® L?(G/T)).

Ceci implique que,

dime (Homp (V]r, V) < dime(Homg(V,V ® L*(G/T))).
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Mais le fait que le groupe G ait la propriété (T) tordue par p implique
que

Homg (V,V @ L*(G/T)) = Homg(V, V),
car, en effet, on peut écrire

L*(G/T) = L*(G/T)o & L*(G/T)s,

ot L?(G/T)g est la sous-représentation triviale de L?(G/T) engendrée
par la fonction constante égale a 1 et L?(G/T); est son orthogonal, qui
ne contient pas lg. Si en plus G a (T) tordue par p,

Homg(V,V ® L2(G/T);) = 0,
d’ou,
Homg (V,V ® L2(G/T')) = Homg(V, V)
= C.Idy,

car V est une représentation irréductible de GG, d’ou le lemme.
O

Proposition 12. Soit G un groupe localement compact et I' un réseau
cocompact de G. Soit p une représentation irréductible de dimension
finie de G. Si G a la propriété (T) tordue par p alors T' a la propriété
(T) tordue par pr.

Démonstration. Supposons que G a la propriété (T) tordue par p et
soit I' un réseau cocompact de . L’existence de I' implique que G
est unimodulaire. Soit dg une mesure de Haar sur G telle que G/T
soit de mesure 1. Par abus de notation, on notera de la méme facon la
représentation p de G et sa restriction a I'. On rappelle que I'on note
Ag (resp. Ar) la complétion de C.(G) (resp. C.(I')) pour la norme
donnée, pour f € C.(G) (resp. f € C.(I")), par :

£l = sup [(p®7)(f)lcover,

(m, Hr)

ou le supremum est pris parmi les représentations unitaires de G (resp.
de T).

Si (7, H) est une représentation de G (resp. de I') on note H (resp.
H") le sous-espace de H formé des vecteurs invariants.

Soit pe I'idempotent de A tel que pour toute (7, H,) représentation
unitaire de G, (p ®@ 7)(pg) est la projection de V @ H, sur V @ HE.
Supposons qu’il existe une fonction f € C.(G) telle que

(1) > Fgve(y) = plg™),

vyerl

pour tout g € G (ce qui implique que [, f(g)p(g9)dg = Idy).

On veut construire un idempotent pr € Ar, tel que pour toute repré-
sentation (7, H) unitaire de I', (p ® 7)(pr) soit la projection de V ® H
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sur V@ H'.

Soit une suite (pg), dans C.(G) qui converge vers pe dans Ag, soit
(7, H) une représentation unitaire de I" et soit (Ind(w),Ind(H)) la re-
présentation unitaire de G obtenue par induction unitaire de w. On
note 7’ := Ind(7) et H' := Ind(H) pour simplifier les notations et on
remarque que V ® H’ est le complété de I'ensemble des fonction conti-
nues s : G — V ® H telles que s(gv) = (Idgaae) @ @) (7 )s(g), pour
v € T et pour une norme L? sur G/T .

Soient «v et 3 les application linéaires continues suivantes :

a:VoH—-V®H
v & (g Y plg1)v @ Flgn)m(1)E),

vyel

B:VoH —V®H

V@ s /G plg™o ® F(g~Y)s(g)dyg.

On vérifie facilement que f o a = Idygy et on a, pour tout v € V et
tout £ € H,

50 (p@ ) (p)oalv @ €) =
S [ s ) e M) dads

Posons, pour v € I' et n € N,
PO = [ pbo) g ) () dod.
GxG

La suite (p}), appartient a C.(I") et elle converge dans Ar car :

P4 = sup 150 (p@ ') () © alleven),

ou le supremum est pris parmi les représentations 7 unitaires de I' et
7’ est la représentation de GG induite de 7.
Donc,

Iprar < Sup max([| 3o p(pg) 0 allmaw), [180 (p@ ™) (pe) ol cvey)),
ot on a écrit 7’ = w,d7] avec 7, équivalente a 14 et 7] ne contenant pas
1. Mais lim,, .o, o p(pg) o = Idy et lim,, .o, fo (p@ 7)) (pE)oa =0,
donc la suite (pft),, est une suite de Cauchy pour la norme |||| 4.
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Soit pr sa limite dans € Ar.
On a alors I'égalité :

(p@7)(pr) =Bo(p@n)(pc) oo
D’autre part, le fait d’avoir une fonction f dans C.(G) qui vérifie
> er flgm)p(y) = plg™") implique que a(V @ H") C V @ (H')9 et
que S(V ® (H')®) ¢ V ® H'. Comme de plus o a = Idygy, alors
(p® ) (p,) est bien la projection de V ® H sur le sous-espace V ® H'.

Montrons maintenant qu’il existe une fonction f a support compact
sur G et vérifiant I’équation (1).

Soit p : G — G/T la projection canonique. On doit montrer qu’il
existe une fonction f continue a support compact telle que, pour tout
zeGJT,

> flg)elg) =1dy.
gep~H(z)

Soit (U;)i=1....q un recouvrement ouvert de G/I" (que 'on peut prendre
fini car G/T" est compact) tel que p~*(U;) soit homéomorphe a U; x T’
et soient, pour tout i = 1,....q, s; : p 1 (U;) — U; x T' les homéomor-
phismes correspondants. Comme p est une représentation irréductible
de I', 'ensemble des p(y) avec v parcourant I', engendre End(V') (théo-
réme de Burnside [La, Chapter XVII, Corollary 3.3]); si m est la di-
mension de V', on peut trouver un sous-ensemble A de I' de cardinal
m? tel que l'ensemble {p(7)|y € A} forme une base de End(V). 1l est
clair alors que pour tout ¢ = 1, ..., ¢, il existe une fonction continue a
support compact f; : U; x I' — C telle que

> Fw,y)p(r) = plu),

YEA

pour tout u € U;. .
Pour tout i = 1, ..., ¢, soit f; = f;0s; et soit (J;);=1,.., une partition de
'unité associée a (U;)i=1,. 4-
On pose pour tout g € G,
q
flg) =Y (di o p)(9) filg)-

i=1
Comme f; appartient a C.(p~(U;)) pour tout i, alors (d; o p)f; est
aussi a support compact sur p~1(U;) et la fonction f ainsi définie est &

support compact sur G et vérifie I’équation (1).
]

2. CAS DES GROUPES DE LIE SEMI-SIMPLES

Tout au long de cette section GG sera un groupe de Lie réel connexe semi-
simple de centre fini. On ne considére que le cas ot G est algébrique
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et simplement connexe (c’est-a-dire que tout revétement algébrique de
G est isomorphe a G) de fagon a ce que G soit produit direct de ses
facteurs simples [Ma, Proposition 1.1.4.10]. On suppose en plus que tout
facteur direct simple de GG est soit de rang au moins 2, soit localement
isomorphe a Sp(n,1) pour n > 2 ou a Fy_sg). Le groupe G a alors la
propriété (T) de Kazhdan usuelle (c’est-a-dire que 1 est isolée dans
le dual unitaire de G) [HV] et vérifie, en fait, une propriété plus forte
de décroissance uniforme de coefficients de matrice de représentations
unitaires [Co].

Soit p : G — Aut(V) une représentation irréductible de dimension
finie de G dans un espace vectoriel complexe V' de dimension m. On
considére le complexific G(C) de G et le complexifié de I'algebre de Lie
de G, g, que I'on note gc. On notera de la méme facon la représentation
de g définie par p sur V et p elle méme. Soit u une forme réelle compacte
de gc compatible avec g et soit U le sous-groupe de Lie connexe de G(C)
qui a pour algebre de Lie u. Le groupe U est un sous-groupe compact
maximal de G(C) qui est invariant par la conjugaison complexe sur
G(C) [Kn2]. Soit K le sous-groupe compact maximal de G donné par
U NG. On considére sur V' un produit hermitien invariant par ’action
de U (unique & constante prés car V' est irréductible), c’est-a-dire tel
que pc(U) soit contenu dans les matrices unitaires de GL(V'), ou p¢
est le complexifié de p. Pour un élément M € End(V'), notons M* son
adjoint par rapport a ce produit hermitien.

On considére toujours la norme d’opérateur sur End(V') que 1'on notera
||-[|Ena¢vy et une mesure de Haar sur G, dg pour g € G.

Soit w : G — Aut(V"’) une représentation fidéle de G qui contient p et
telle que V'’ soit muni d’un produit hermitien de sorte que wc(U) soit
contenu dans le groupe unitaire de GL(V’). On définit une longueur
[ sur G (c’est-a-dire une fonction sur G a valeurs dans R telle que
[(1) =0, l(gh) < I(g) +1(h) et l(g) =1l(g™ "), Vg,h € G) de la fagon

suivante :

l(g) = log(max([lw(9)llEnav). lw(g™) lEna))), Vg € G.

Cette longueur définit une semi-métrique d sur G donnée par
d(g,z) = l(g~'z), pour g,z € G. Soit B, = {g € G|l(g9) < ¢} pour
tout ¢ € N.

Le but de cette section est de démontrer que le groupe G a la propriété
(T) tordue par p.

Soient Ag, A'¢ et A" définies comme dans la section précédente et
soit © le morphisme d’algebres de Banach

0: Az — A/G D A/’G.

Théoréme 13. Le morphisme d’algébres de Banach © est un isomor-
phisme.
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Remarque 14. Si on munit A’ @ A" de la norme donnée par : ||(z,y)| =
max(||z|| a4, |y|lav) pour x € A', y € A”, alors © est un morphisme
d’algébres de Banach isométrique et donc pour prouver le théoréme il
suffit de démontrer que I'image est dense. En effet, toute représentation
unitaire de G, (m, H,), peut s’écrire comme somme directe de deux
sous-représentations : la partie de m qui ne contient pas de vecteurs
invariants non nuls (et donc qui ne contient pas 1g) que l'on va noter
7, et la partie de m qui est multiple de 14, notée my. Alors, pour tout

feC.(@),
[ f]l.a = sup(max(||(p @ 71)(f) ||l cver., ) 1P @ To(f)ll c(ver,,)))

™

= max(sup ||(p @ 7)(f)|lcovem, [|2(f)]lEaaq)

7r77_51G
= o) lasar

Remarque 15. On remarque aussi que p définit une représentation irré-
ductible et fidéle, car isométrique, de A” dans End(V'). On a alors que
A" = End(V) (théoréme de Burnside cf. [La, Chapter XVII, Corollary
3.3]).

On a le lemme suivant :

Lemme 16. [] existe une matrice E non nulle dans End(V') et il existe
une suite de fonctions continues a support compact sur G, (fn)nen

telles que, lim p(f,) = E et lim sup||(p ® m)(fu)|lzoven,) = 0, ot

le supremum est pris parmi les représentations unitaires de G qui ne
contiennent pas la représentation triviale.

Montrons d’abord que le lemme 16 implique le Théoréme 13.
Soit (fy)nen la suite donnée par le lemme 16 et £ € End(V) non nulle
telle que lim p(f,) = E. La suite (f,)nen converge dans A car

1 fll4 = max([[p(fn)l[Bnaqvy, sup [[(p @ 7)(fa)llcven)),

7T;_S].G
et comme lim sup |[(p ® 7)(fu)llcover,) = 0, (fa)nen est une suite
n—00 L4

de Cauchy pour ||.||4 et donc elle converge dans A. Soit p la limite
de f, quand n tend vers l'infini. On a que p(p) = E et pour toute
représentation unitaire 7 de (G, qui n’a pas de vecteurs invariants non
nuls, (p®m)(p) = 0, donc O(p) = (0, £). Soit S 'idéal bilatére engendré
par p dans A et ) I'idéal bilatére engendré par E dans End(V'). Comme
p définit un morphisme surjectif de A vers End(V') (cf. Remarque 15),
on a que O(S) contient 0BQ. Or, tout idéal bilatére non nul de End(V)
est égal a End(V) tout entier. On a donc que 0 & End(V) = 0 &
A" est contenu dans ©(S) et donc dans ©(.A). Ceci montre alors que
O(A) =A@ A", car A — A est d'image dense, et donc que O est un
isomorphisme en tenant compte de la remarque 14.
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Démonstration. On va maintenant montrer le lemme 16. On remarque
d’abord le lemme suivant :

Lemme 17. Soit f une fonction a support compact sur G et (w, H,)
une représentation unitaire de G. On a l'inégalité suivante :

2) [p@m)(Hlleven, SSUPWQ/G|f(9)|||P(9)HEnd(V)|<7T(g>§a77>|d97

ou le supremum est pris parmi les vecteurs unitaires £,m de H,.

Démonstration. Soit {v;}i—1, ., une base orthonormale de V. On a alors
les inégalités suivantes :

1o ® M) ()l cvor) < / £(9)(p ® m)(9)dgz, v)]

,y6V®H
llzll=llyll=1

/f ®7T(g)dg)(z v ®&), (O vk®77k)>|

/ PO Kp(g)os, v [ (m(9)&s i) ldg

IA

5] »nkeH‘rr

IN

5] NLEH

m

< sw / |f<g>|||p<g>||End<v>Z|<w<g>5j,nk>|dg,

¢omeHs VG k=1

ot les supremums sont pris parmi des vecteurs §;, n, € Hy, pour j, k €

{1,..m}, tels que 3770 [I§[1* = 1 et D230, [lmil* = 1.
Or, pour tous &;,n; € H, avec j, k € {1 ,m} tels que Y7 [|&]° =

et Y ey llmell? = 1, si on pose &' := HE petn =

JL @) 3 Vo)

7

/|f e IIEndv>Z||€]IIIImI|I (9)¢,7')|dg

7,k=1

<3 llml sup / F @) macr | (7 (9)€, m) g

Jik=1 EnEH,
€lI=Inll=1

< m? sup /]f () lEnacr [{m(9)€, m)|dg,

EneHr
l€l=Inll=1
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d’ou,

10 ® W) (P)lleweor) < m? sup / F@O () [ i (9)E, m)dg.
EneH G

€l=llnll=1
U

On veut utiliser la décroissance uniforme des coefficients de matrice
des représentations unitaires, ne contenant pas la triviale, donnée par le
théoréme suivant (voir [Co, Corollaire 2.4.3 et Théoréme 2.5.3], [Ho, co-
rollaire 2.7 et proposition 6.3], |[Oh, proposition 2.7 et théoréme 4.11]) :

Théoréme 18. Soit G un groupe de Lie réel semi-simple connexe
a centre fini tel que, tout sous-groupe distingué G; # 1 soit tel que
rangp (G;) > 2, ou G; = Sp(n,1) ou G; = Fy_9) et soit K un sous-
groupe compact mazrimal de G. Alors il existe une fonction continue
K -bi-invariante ¢ sur G a valeurs dans Rt qui tend vers zéro a linfini
et telle que, pour toute représentation unitaire m de G dans un espace
de Hilbert H,, qui ne contient pas de vecteurs invariants non nuls, et
pour tous vecteurs unitaires £, n dans H,, on a l’estimation suivante :

Vg € G,[(m(9)€,m)| < ¢(9)0x(§)dx (n)

ot 8k (v) = (dim(Kv))Y/2 € NU {oo} et (Kv) est le sous-espace de V
engendré par 'action de K sur v, pour v € H,.

On note K l'ensemble des classes d’équivalence de représentations ir-
réductibles de K.

On rappelle que toute représentation (p, H,) de K s’écrit comme
somme directe de représentations irréductibles. L’espace H, s’écrit
alors comme une somme directe de la forme :

HH - @ HSQT07

[oc]eKk

ol [o] est la classe de la représentation (o, H,) dans K et r, est sa
multiplicité dans la décomposition de pu.

Le sous-espace HY™ de H, est alors appelé la composante o-typique
de pu.

Si (0, H,) est une représentation irréductible de dimension n,, la pro-
jection P, : H, — H, sur la partie o-typique de p est donnée par :

(3) P, = ngpu(Xo~)

ol X, est le caractére de o et xo«(t) = X, (t) = xo(t7!) est le caractere
de sa représentation contragrédiente dans espace dual de H,, (cf. [Se,
Chapitre 2, Partie IJ).
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Soit Z C K l'ensemble des K -types de V, c’est-a-dire ’ensemble des
représentations irréductibles de K qui apparaissent dans la décompo-
sition de (p|k, V') en somme directe de représentations irréductibles.

Pour toute représentation m de G, on note Jg(m) l'ensemble des
K-types de m vue comme représentation de G. Avec cette notation
T = Jalp).

En particulier, si 7 est une représentation de G x G, on notera
Joxa(m) € K x K l'ensemble des (K x K)-types de 7w vue comme
représentation de G x G.

On considére la représentation réguliere L x R de G x G sur C.(G),
qui est donnée par la formule :

LxR:GxG— LO(Q), (LxR)(t1)f(g) = ft gt).

Définition 19. Soit f une fonction continue & support compact sur
G. L’ensemble des K-types a gauche et a droite de f est I’ensemble des
classes de représentations irréductibles de K x K qui apparaissent dans
la décomposition de f € C.(G) quand on décompose la représentation
réguliére L X R, restreinte & K x K, en somme directe de représentations
irréductibles.

Lemme 20. [l existe une fonction ¢ continue sur G, bi-invariante
par K, a valeurs dans R, qui tend vers zéro a linfini et telle que
pour toute fonction f continue a support compact sur G ayant des K -
types a gauche et a droite contenus dans Joxa(p @ p*) et pour toute
représentation unitaire de G, m, sans vecteurs invariants non nuls, on
a:

IGp@m) (Nl ever,) < sup m? G|f(g)\Hﬂ(g)HEnd(V>¢(g)5K(€)5K(n)dg7

EnEHR

ou le sup est pris parmi les vecteurs &,m € Hy unitaires ayant des
K-types appartenant a Jo(p ® p*).

Démonstration. On va d’abord montrer que le supremum dans 'inéga-
lité (2) peut étre pris parmi les vecteurs unitaires £, € H, ayant des
K-types appartenant a Jg(p ® p*).

Soit (p, H,,) une représentation unitaire de G et f une fonction conti-
nue a support compact sur G. Qn remarque tout d’abord que pour tout
&n € H, et pour toute o € K, la projection du vecteur p(f)¢ sur la
composante o-typique de H, est égale a

B (u()€) = nop(Xor * )€,

et x,=* f est exactement la projection de f sur la composante o-typique
de la représentation réguliére gauche L de G sur C.(G). Donc x,+ * f
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est non nul si et seulement si o est un K-type a gauche de f. De méme,

Py (1(f)n) = nop(f * Xo)"E,

et f * x, étant la projection de f sur la composante o*-typique de la
représentation réguliére droite R de G sur C.(G), il est non nul si et
seulement si ¢* est un K-type a droite de f.

Soient Ky 1, et Ky r+ les deux sous-ensembles de K définis par :
Ki=A{o¢€ K| o est K-type a gauche de f}
Kfpe = {0 € K|o*est K-type & droite de f}.

Comme les projections P, sur les espaces o-typiques sont des projec-
tions orthogonales (Lemme de Schur [Se|), alors :

() ey = sup [(u(f)z, v),

2y

ou z et y parcourent les vecteurs unitaires de H, tels que I'ensemble
des K-types de z est contenu dans K¢ g« et 'ensemble des K-types de
y est contenu dans Ky 1.

Soit (m, H) une représentation unitaire de G. On considére le produit
tensoriel (p@ m,V @ H).

Supposons maintenant que les K-types a gauche de f soient contenus
dans I’ensemble des K-types de V et les K-types a droite de f soient
contenus dans I'ensemble des K-types de V*. Alors, Ky C 7 et comme

Kir C{o€ IA(| o*est K-type de V*},

on a aussi que Ky g« C Z. Dol I'inégalité,

(0@ m) ()l cvemn < sup] ; f(@){(p@m)(9)z y)dyl,

Z7y

ou le supremum est pris parmi les vecteurs unitaires z, y € V ® H
ayant des K-types appartenant a ’ensemble des K-types de V.

De plus, si H' est le sous-espace vectoriel de H formé des vecteurs
dont les K-types sont parmi les K-types de V ® V*, tout vecteur de
H ® V dont les K-types sont parmi ceux de V appartient & H' @ V
(car Homg (V@ V*, H) = Homg (V,V ® H), ot Homy désigne 'espace
des morphismes de représentations K-invariants). Donc l'inégalité (2)
devient :

1(p @ m)(f)leven) < supm? g | F (DI p(g)lEnacr|(m(9)€, ) dg,

&

ol & et n sont des vecteurs unitaires de H qui ont des K-types
appartenant a I’ensemble des K-types de V @ V* Ja(p @ p*).
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Considérons une fonction ¢ continue, K-bi-invariante sur G et a valeurs
dans RT, qui tend vers zéro a I'infini, donnée par le théoréme 18. Alors
on a pour toute représentation unitaire 7 qui ne contient pas la triviale :

Wp®ﬂ(ﬂhvw;<nzwp/Wf ) p(9)llenaq)@(9)9x (£)9x (1)dy,

ou £ et n parcourent les vecteurs unitaires de H qui sont K-finis et qui
ont des K-types contenus dans Jg(p ® p*).
O

On cherche maintenant une suite de fonctions f,, € C.(G) ayant des K-
types a gauche et a droite contenus dans Joxq(p ® p*). Pour simplifier
la notation, on note J := Joxa(p ® p*). On a le lemme suivant :

Lemme 21. II existe une matrice non nulle E € End(V) et il existe
une suite de fonctions f, € C.(G) ayant des K-types a gauche et a
droite contenus dans J et une constante positive D telles que, pour
tout entier n, le support de f, soit contenu dans G\B,, lim p(f,) = F

et
/G @0 lmmardg < D.

Démonstration. On considére la décomposition de Cartan de g donnée
par la forme réelle compacte u. g s’écrit alors

g=tdp,

out=gNuetp=gnNiu, et p est non nul car G n’est pas compact.
Alors pour tout z € u, p(x) est une matrice anti-hermitienne et pour
tout = € u, p(x) est hermitienne.

Soit X € p non nul et a := exp(X). Par conséquent p(a) = exp(p(X))
est une matrice hermitienne (donc diagonalisable dans une base
orthonormale de V') a valeurs propres strictement positives que 1’on
notera, sans tenir compte des multiplicités, vy, ...., v, ot v; € R% pour
tout 1 < < m.

De plus, comme w est une représentation fidéle de G qui envoie
U dans les matrices unitaires de End(V’), w(X) est une matrice
hermitienne non nulle. On a que I(exp(tX)) = t||w(X)||gaaqvr), car
lw(exp(tX))|lenavy = exp(t|w(X)||gnaev)), pour tout réel . Quitte
a remplacer a par a® pour k un entier assez grand, on peut méme
supposer [(a) > 2.
Posons a, = a", pour tout entier positif n. On a alors que
l(a,) = nl|lw(X ||End vy = nl(a), donc l(a,) > 2n et a, appar-
tient & G\ B,,.

De plus on a, pour tout n, p(a,) = p(a)™ est diagonalisable sur R dans
la méme base que p(a) et ses valeurs propres sont 11", ...., v,,". Comme
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lp(an) ||l Enaqvy = max ( V') et que v; > 0, pour tout i = 1...m, on a que

o plan) tend vers une matrice de End(V') non nulle, que I'on note
||P(an)HEnd(v

E'.

Soit maintenant f une fonction continue positive & support compact
sur G telle que fG g)dg = 1 et telle que le support de f soit contenu

dans B1 N {g € G| Hp( ) — Id|[gnaqv) < 31}
Soit f,, dans C,(G) définie de la fagon suivante : pour tout g dans GG

_ flay'g)
59 = Toan) Ty

On a donc que suppf, C a,(suppf) et f, est dans C.(G), pour tout n.
De plus, on a que pour tout g appartenant au support de f,,

lg) = l(an) =1,

donc le support de f,, est contenu dans G\ B,,.
D’autre part, on voit facilement que

) = s 19

Posons J := [, f(9)p(g)dg. J est une matrice inversible de End(V).
En effet, on a que

H/f dg_IdEnd V)HEnd (V) </f HP( )—IdEnd HEnd dg

< sup |lp(9) — Idendv) llEnacv)
g€supp([)

<

l\DI»—t

Par conséquent, p(f,) tend vers E’J qui est encore une matrice non
nulle de End(V).
Par ailleurs, on a que,

/G £2(@)109) vy

< / @) 1) lena 10(9) [ nacydg
Hp an HEnd

/ 1(9)119(9) lmmacr)

2

On a donc trouvé une suite de fonctions f, dans C.(G), une ma-
trice £ = E'J dans End(V) non nulle et une contante D tels que

nlirgo p(fn) = E, [o|fa(@lllp(9)lEnaydg < D et tels que le support
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de f,, pour tout n, soit contenu dans G\B,. On va montrer qu’on
peut prendre les fonctions f, ayant des K-types, a droite et a gauche,
contenus dans J.

Soit une fonction f € C.(G). D’aprés la formule (3), qui donne la
projection sur les composantes o-typiques d’une représentation de G,
pour o € K la fonction f définie par la formule suivante :

> nsws; (L X R)(Xoreen)
¢1,¢02€1

Z Ny Xt * | % Ny Xy -
o1,92€1

est la projection de f sur les K x K-types de V ® V*.

On utilise ceci pour obtenir, pour tout n, une fonction f, qui est donnée
par la projection de f, sur les K x K-types de V® V*. On a alors
une suite de fonctions (f,).en ayant des K-types a gauche et a droite
appartenant a 7.

On va maintenant vérifier que la nouvelle suite satisfait les conditions
du lemme 21.

L’application p : C.(G) — End(V) = V ® V* est un morphisme de
représentations de G x G et, pour tous ¢, ¢’ dans G le diagramme suivant
commute :

C(G) L=V eV
(LxR)(m’)i l@@p*)(m
C.(G) —(= VeV

Par conséquent, comme hm p(fn) = E, hm p( fn) est égal & la projec-

tion de E sur les (K X K) -types de V ® V* et cette projection n’est
rien d’autre que E elle méme, c’est a dire que lim p( fn) =FE.

De plus, on a que,

[ V)19 s
<[5 e [ s Ona 1A a0 ) e dg

o1,92€1

< 3 e [ O] [ 16 a0 llolo)ldodede
1,261 KxK G
<D Y ey [ a0 (¢l
P1,¢2€1 ExK

<D,
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ot D' est une constante qui ne dépend pas de n. Comme le support de
fn est contenu dans K (suppf,,)K pour tout n, et les B, sont invariants

par 'action a gauche et a droite de K, le support de fn est contenu
dans G\ B,. O

Soient maintenant £ € End(V) non nulle et f, € C.(G) tels que
lim p(f,) = FE, avec le support de f, contenu dans G\B,, f,

ayant des K-types a gauche et a droite contenus [J, et tels que
Jo 1 £ (@)1 p(9) lEnavydg < D, pour une constante D qui ne dépend
que de F.

D’aprés le lemme 20, si 7 est une représentation unitaire de G' qui ne
contient pas la triviale, on a que, pour tout entier naturel n,

)l < m?sup / 2 () 1119(9) lmacr (955 (€55 (),

ou & et 1 parcourent les vecteurs unitaires de H qui ont des K-types
contenus dans I’ensemble des K-types de V @ V* et ¢ est une fonction
continue et positive sur G qui s’annule a l'infini et qui ne dépend ni de

fn ni de 7.
De plus, on a une constante positive D telle que
Ja 1 fa(@)p(9) lenayy < D et, comme le support de f, est contenu

dans G\Bn, I'inégalité au-dessus s’écrit :

4) e (f)lleven <m’Dsup sup  ¢(g)dx(€)dx(n),
&n 9eG\Byp

ou & et 1 parcourent les vecteurs unitaires de H qui ont des K-types
appartenant a l’ensemble des K-types de V ® V*, ensemble qui ne
dépend pas de n.

On veut montrer que le membre de droite de cette inégalité tend vers
zéro quand n tend vers l'infini. Pour ceci, on a besoin du lemme suivant
qui assure que, pour tout v € H ayant des K-types contenus dans un
ensemble fixé S, la dimension du sous-espace de H engendré par I’action
de K sur v, que 'on note dx(v), est bornée en fonction de S.

Lemme 22. Soit v € W, ou (u, W) est une représentation de K.
Alors,

Ok (v) = dim(Kv) < z:(dima)2
[o]

ot la somme est prise parmi les [o] € K qui sont des K-types de v.
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Démonstration. Soit C*(K) la C*-algebre réduite de K. Toute repré-
sentation irréductible o de K, apparait dim(o) fois dans la décompo-
sition de la représentation réguliére de K en somme directe de repré-
sentations irréductibles (cf. [Se|). En fait, 'application

Ci(K) = €P End(H,)
[oc]eR

fr=(0(f)e

est un isomorphisme de C*-algebres. Soit ¢ le morphisme de C(K)
vers W qui envoie f dans u(f)v € (Kv). On a donc que,

(Kv) = (Cr(K))
= ¢( @ End(H,)),

[o]ek,

ot la somme directe est prise parmi les [o] qui sont des K-types de v.
On a alors que

dim(Kv) <) (dimo)?,
o]

ol la somme est prise parmi les [o] € K qui sont des K-types de v. [

Maintenant on est prét pour conclure. Le membre de droite de (4) tend
vers zéro quand n tend vers 'infini, car la fonction ¢ tend vers zéro a
'infini, et donc la norme de (p ® 7)(f,,) tend vers zéro quand n tend
vers 'infini.

On a donc trouvé une matrice E non nulle dans End(V') et une suite
de fonctions f,, dans C.(G) tels que nhrrolo p(fn) = E et le supremum

sur toutes les représentations unitaires © de (G, qui ne contiennent pas
la triviale, de ||(p ® m)(fo)llc(vemn,) tend vers zéro quand n tend vers
I'infini. Ceci termine la démonstration du lemme 16, donc celle du théo-
réme 13. Par la proposition 9, G a alors la propriété (T) tordue par p,
ce qui termine la démonstration du théoréme 2 énoncé dans 'introduc-
tion. U

REFERENCES

[AW] C.A Akemann, M.E. Walter, Unbounded Negative Definite Functions, Can.
J. Math., Vol. XXXIII, No. 4, 1981, pp.862-871

[Di] J. Dixmier, C*-algebras, North-Holland Publ., Amsterdam 1977
[DK] J. J. Duistermaat, J. A.C. Kok, Lie Groups, Springer-Verlag, 1942

[Co] M. Cowling, Sur les coefficients des représentations unitaires des groupes de
Lis semi-simples, in : P. Eymard, J. Faraut, G. Schiffmann, and R. Taka-
hashi, eds., Analyse Harmonique sur les Groupes de Lie II (Séminaire Nancy-
Strasbourg 1976-78), Lecture Notes in Mathematics 739, Springer-Verlag, New
York, 132-178, 1979



PROPRIETE (T) TORDUE 21

[FD] J. M. G. Fell, R. S. Doran, Representations of *-Algebras, Locally Compact
Groups, and Banach *-Algebraic Bundles- Volume 1- Basic Representation
Theory of Groups and Algebras, Acamedic Press, INC., 1988

[FH] D. Fisher, T. Hitchman, Strengthening Kazhdan’s Property (T) by Bochner
Methods, preprint, arxiv :math.DG /0609663

[Go] M.P. Gomez-Aparicio, Property (T) and tensor products by irreducible finite
dimensional representations for SL,(R), n > 3, a paraitre dans AMS, Contem-
porary Mathematics

[Ho] R.E. Howe, On a notion of rank for unitary representations of the classical
groups, Harmonic analysis and group representations, C.I.LM.E, II Circlo, Pa-
lazzone della Scuola Normale Superiore, 223-331, 1980

[HT] R.E. Howe, E.C Tan, Non-abelian Harmonic Analysis : applications to
SL(2,R), Springer-Verlag, 1992

[HV] P. de la Harpe, A. Valette, La propriété (T) de Kazhdan pour les groupes
localement compacts, Astérisque 175, 1989

[Ka] D.A. Kazhdan, Connection of the dual space of a group with the structure of
its closed subgroups, Functional Analysis and its Applications 1, 1967, 63-65

[Kn] A.W. Knapp, Representation theory of semi-simple groups, Princeton Univer-
sity, 1986

[Kn2] A.W. Knapp, Lie Groups Beyond an introduction, Birkhduser, 1996
[La] S. Lang, Algebra, Springer-Verlag, 2002
[Ma] G. A. Margulis, Discrete subgroups of semisimple Lie groups, Ergebnisse der

Mathematik und ihrer Grenzgebiete (3) [Results in Mathematics and Related
Areas (3)], vol. 17 Springer-Verlag, Berlin, 1991

[Oh] H. Oh, Uniform pointwise bounds for matriz coefficients of unitary represen-
tations and applications to Kazhdan constants, Duke Math. J. 113, 133-192,
2002

[Se] J.P. Serre, Représentations linéaires des groupes finis, Paris : Hermann, 1971

[Va] A. Valette, Minimal projections, integrable representations and property (T),
Arch. Math., Vol.43, 397-406, 1984

MARIA-PAULA GOMEZ-APARICIO : INSTITUT DE MATHEMATIQUES DE JUSSIEU,
EQUIPE D’ALGEBRES D’OPERATEURS, 175 RUE DU CHEVALERET, 75013 PARIS,
FRANCE.

E-mail address: gomez@math. jussieu.fr



