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CHAPITRE 1

Introduction

L’objectif de ce travail de Master est, comme son titre I'indique, de démontrer
quelques résultats d’existence d’orbites périodiques dans le billard mathématique.
Pour cela, nous allons commencer, dans le chapitre 2, par énoncer et démontrer
le théoreme de Poincaré-Birkhoff. Ce théoréme affirme essentiellement que tout
homéomorphisme d’un anneau dans lui-méme, préservant ’aire et faisant tourner
les bords de I'anneau dans des sens opposés, possede au moins deux points fixes.
Ensuite, en corollaire de ce théoreme, nous démontrerons que tout tel homéomor-
phisme possede une infinité de points périodiques. Le théoreme de Poincaré-Birkhoff
a été conjecturé par Henri POINCARE (1854-1912) en 1905, et a été démontré par
George David BIRKHOFF (1884-1944) en 1917. On dit parfois que c’est le premier
résultat de topologie symplectique.

Dans le chapitre 3, nous allons utiliser le théoreme de Poincaré-Birkhoff, plus
précisément son corollaire, pour démontrer 'existence d’une infinité d’orbites pé-
riodiques dans tout billard planaire différentiable strictement convexe. Cette appli-
cation du théoréme est due a Birkhoff lui-méme.

Par la suite, comme dans les chapitres 2 et 3, notre objectif sera de chercher a
trouver quelques résultats d’existence d’orbites périodiques, mais dans des billards
de dimension supérieure & deux cette fois.

Pour cela, nous allons commencer, au chapitre 4, par faire un bref rappel d’ho-
mologie cellulaire, et ensuite nous présenterons tres succinctement la théorie de
Morse, 'objectif de ces rappels étant d’introduire les outils nécessaires a la dé-
monstration de 'inégalité de Morse, théoréme phare de la théorie du méme nom.
L’inégalité de Morse est un théoréme qui donne une borne inférieure sur le nombre
de points critiques que possedent certaines fonctions définies sur des variétés fer-
mées, en fonction de la topologie de celles-ci. La théorie de Morse est une théorie
de topologie différentielle, due & Marston MORSE (1892-1977).

Finalement, dans le chapitre 5, nous allons utiliser 1'inégalité de Morse pour
démontrer, sous certaines hypotheses de généricité, I'existence d’orbites périodiques
dans les billards différentiables strictement convexes en dimension supérieure a
deux.

Je tiens a remercier mon directeur de travail de Master, M. Felix Schlenk, pour
sa disponibilité tout au long de la réalisation de ce travail, et pour m’avoir aidé a
Porienter dans une direction topologique, qui m’a particulierement intéressé.

David Frenkel, Neuchatel, avril 2010.



CHAPITRE 2

Théoréme de Poincaré - Birkhoff

Soit I'anneau A = {(u,v) € R?: a < u? 4+ v* < b}, ot a,b € Ry (voir Figure
2.1). Nous allons démontrer le théoréme de Poincaré-Birkhoff qui affirme essentiel-
lement qu’un homéomorphisme ¢: A — A préservant 'aire et faisant tourner les
bords de A dans des sens opposés possede au moins deux points fixes. Pour cela, il
va nous falloir introduire quelques notions.

AR
VL

Figure 2.1

DEFINITION 2.1. Soit E C R?. L’aire de E est la mesure de Lebesgue de E,
a savoir [[dudv. On dit quun homéomorphisme p: U — V (U, V C R?) préserve

E
//dudv = // dudv,VE C U.

B o(B)

[’aire si

Remarquons que dans le cas ou ¢ est un difféomorphisme, ¢ préserve laire si et
seulement si son déterminant jacobien est égal a 1.

Il sera par la suite plus pertinent de considérer 'anneau A en “coordonnées
polaires”, u = \/ycosx,v = /ysinz, donc I'anneau s’écrira

B:{(a:,y)ERQ:agygb}.

Notons que le fait qu’un homéomorphisme préserve 'aire est indépendant du choix
de coordonnées. Remarquons d’ailleurs que le passage en “coordonnées polaires”
revient en fait a considérer B comme le revétement universel de A via la projection
p: B — A, (x,y) — ((ycosz, /ysinzx), et & relever ¢ dans B en un homéomor-
phisme ¥: B — B, tel que ¢ = po . Cest ainsi que nous allons dans la suite
traiter le sujet.

La deuxiéme hypothese du théoreéme de Poincaré-Birkhoff, que nous avons men-
tionnée ci-dessus, est que ¢ doit faire “tourner les bords de A dans des sens opposés”™.
Cette exigence peut pourtant paraitre quelque peu problématique a premiere vue.
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En effet, que signifie “tourner dans le sens horaire ou anti-horaire” pour un ho-
méomorphisme ? Cette condition peut étre clarifiée & nouveau grace au revétement
universel de A, B = {(:1:, y) ER?:a<y< b}, en disant que “p tourne dans le sens
horaire” signifie que “¢ déplace le point (z,y) vers la droite dans le revétement
universel B”. Formellement, cela signifie que si ¢(z,y) = (f(z,v), g9(z,y)), alors

flz,y) —x > 0.

DEFINITION 2.2. Deux points (x1, 1), (z2,y2) € B sont dits géométriquement
équivalents si zo — x1 = 0(mod27) et y; = yo.

En particulier, un point fixe de ¢, (xg,y0) € A, correspond & un ensemble
globalement invariant de i

{(zo + 2km,yo): k € Z} C B.

Dans la suite, nous allons nous autoriser I’abus de langage de parler de point
fixe de ¢ au lieu d’ensemble globalement invariant de points géométriquement équi-
valents. Nous pouvons maintenant énoncer le théoréeme de Poincaré-Birkhoff.

THEOREME 2.3. Soit v: B — B,(z,y) — (f(z,9),9(z,y)) un homéomor-
phisme préservant [’aire tel que

flx+2km,y) = f(x,y) + 2k, g(x + 2km,y) = g(x,y),V(z,y) € B,Vk € Z

g(z,a) = a,g(z,b) = b,V € R

(f(z,a) —z) (f(z,b) —x) < 0,Vz € R.
Alors 1 posséde au moins deux points fizes qui sont non géométriguement équiva-
lents.

Pour pouvoir faire la preuve de ce théoréme, il nous faut encore introduire
quelques autres notions tout-a-fait générales.

DEFINITION 2.4. Soient 1) un homéomorphisme et (z,7y) € R? tel que v(z,y) #
(z,y). On définit alors la direction de ¢ en (x,y) par

Quy: R2 — st

(r,y) T (z,y)—(z,y)]l

Considérons alors un relevé &y, de ay dans R, le revétement universel de st
tel que oy = 500Gy, ol s: R — St 60— (cosf,sin@).

DEFINITION 2.5. Pour toute courbe v: [0,1] — R? qui ne passe pas par un
point fixe de 1, on définit ’indice de v sous ¥ par

indy () = /dd¢.
v

Notons d’emblée que indy () est bien défini car le relevé de oy, est unique &
translation de 2km pres pour k£ € Z. L’indice de v sous ¢ représente la variation
totale de la direction o, en parcourant v, qu’on aurait également pu définir comme
étant le scalaire &y (7(1)) — &y (7(0)).

REMARQUE 2.6. Signalons les trois propriétés suivantes, utiles, de I'indice

(1) Si~y1y2 est une concaténation de deux chemins 7y, et 2, alors indy (y17y2) =
indy (1) + indey (12),
(2) Si# est le chemin inverse de v, alors indy (¥) = —indy (),

(3) indy-1 (¥(7)) = indy (7).



Démonstration du théoréme 2.3. Nous allons procéder par ’absurde en supposant
que ¥ possede au plus un point fixe, et en aboutissant a une contradiction. Quitte a
faire une translation horizontale, nous pouvons supposer que si ¢ possede un point
fixe, alors il se trouve en © = 0 (+2km, k € Z). Et quitte a faire une symétrie par
rapport a ’axe z = 0, nous pouvons supposer que

f(z,a) —x >0, f(z,b) —z < 0,Vz.

Commencons alors par étendre 1 sur R? de la maniére suivante

(f(xva)uy) siy<a
Y(x,y) =19 (flz,9),9(x,y) sia<y<b
(f(m,b),y) Siy>b

Notons que dés lors, 1) ne préserve pas nécessairement 1’aire en dehors de B. Posons
B_={(z,y) eR*: y <a} et By = {(z,y) e R?: y > b}.

LEMME 2.7. Soit v un homéomorphisme, satisfaisant les hypothéses du théo-
réme 2.3. De plus, on suppose que ¥ posséde au plus un point fize. Soit v: [0,1] —
R? un chemin tel que v(0) € B_ et (1) € By, ne passant pas par |’éventuel point
fize de 1. Alors, pour toute autre courbe v' allant de B_ & By, ne passant pas par
l’éventuel point fize de i, on a

indy(v) = indy ('),
c’est-a-dire que indy(7y) ne dépend pas du chemin reliant B_ a B.

Preuve. Notre objectif est de démontrer que indy () = indy (7). Considérons pour
cela deux chemins ¢ C By tel que ¢(0) = v(1),¢(1) = +'(1) et ¢ C B_ tel que
c(0) =+/(0), (1) = v(0) (voir Figure 2.2).

y=b
y v’
.\
oy ¢ 7o)
Figure 2.2

Comme ¢ C By et ¢ C B_, indy(c) = indy(c’) = 0 car ¢ y déplace les points
horizontalement. Ainsi, par la remarque 2.6.1, et par la remarque 2.6.2,
indy (y¢y'c’) = indy (7) + indy (v') = indy (7) — indy (7).

Il nous suffit donc de montrer que indy(yey'd’) = 0 pour démontrer le lemme.

Si 1 ne posséde pas de point fixe, ceci est clair car ycy'c’ est alors homotope a
un chemin constant. Dans le cas ou v posséde exactement un point fixe F' dans
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{(m, y)eER*:0<x < 271'}, se trouvant par hypothese sur z = 0, remarquons alors
que le groupe fondamental

T (R*\ {F + (2k7,0): k € Z} , (7, a))

est engendré par les lacets cx, k € Z, “faisant un tour” autour du point fixe F' +
(2km,0). Ainsi, la courbe ycy’c’ est homotope a une concaténation de tels lacets.
Il suffit donc de montrer que indy(cx) = 0,Vk € Z. Si on le montre pour co, il est
clair que ce sera vrai aussi pour tout k € Z. Considérons le lacet

/. 2 0 0
co: [0,1] = R, ¢y = c1¢2C03¢04,

ou ¢y relie (m,a) a (m,b), ¢y relie (m,b) & (—m,b), ci5 relie (—m,b) & (—m,a) et ¢jy
relie (—m,a) a (m, a) le long de segments de droites, chaque segment étant parcouru
en un temps § (voir Figure 2.3).

!

1 |
| | C
1 I

02
-------- N smmoomy=h
|
I
°F
"y : '
C 1
03 ! A1
I
I
€041
________ :: ________y:a
i | !
X=-7 x=0 X=7
Figure 2.3

Alors ¢ est homotope & ¢g (c’est ici qu’on utilise ’hypothese absurde qu’il y a
au plus un point fixe, car ¢{, ne serait pas nécessairement homotope a ¢y 8’il y avait
un deuxiéme point fixe), donc

indy (cj) = indy(co).
Pour finir la preuve, il suffit donc de montrer que indy,(c) = 0. Or, ceci est vrai car
indy(coz) = indy () = 0,
et par 2m-périodicité,

iﬂdw(661) = —ind¢(063)-

Ainsi, en utilisant & nouveau la remarque 2.6.1 et la remarque 2.6.2, on obtient
indy (cp) = indy (c1¢o2ch3cos) = indy (chy) +indy (co3) = 0.

Ainsi, le lemme est démontré.
O

Nous avons donc montré que I'indice ne dépend pas du chemin choisi pour relier
B_a Bj;.



LEMME 2.8. Soit 1 un homéomorphisme, satisfaisant les hypotheses du théo-
reme 2.3, possédant au plus un point fixe. De plus, on suppose que

flz,a) —x >0, f(x,b) —x < 0,Vz.

Soit v: [0,1] — R? un chemin tel que v(0) € B_ et (1) € By, ne passant pas par
léventuel point fize de 1. Alors indy(y) = .

Preuve. Par le lemme 2.7, il suffit de construire une courbe 7 telle que indy (y) = 7.
Pour ce faire, posons

Te: R? — R2
(z,y) +— (@,y+ 3€(|cosz| — cosx)) -
On voit que 7, est I'identité sur

B T ™
= =K < —
{(w,y) eR 5 S x(mod27) < 5 },

et que [|re(z,y) — (2,)] < e sur

{(“”y) € R?: 2 < w(mod2r) < 3;}

D’autre part, comme {(m,y) €EB:f<x< 37”} est compact,
atteint son minimum sur cet ensemble par continuité de ||.|| (et donc aussi sur

{(z,y) € B: T < 2(mod2r) < 2} par 27-périodicité), et ce minimum est différent
de 0 car I’éventuel point fixe se trouve par hypothese en = 0(mod2).

Ainsi, il existe € > 0 assez petit pour que v, := 7. o 1 n’ait pas d’autre point
fixe sur R? que I’éventuel point fixe de 1. De plus, comme 7, préserve ’aire sur R2,
et que ¥ préserve l'aire sur B, 1), préserve 'aire sur B également.

Posons

Dy = B-\9 (B-),

Dy = (Dg) = (B_)\ B_ = {(m,y) cR*:a<y<a+ %e(|cosx| —cosm)}.

Alors, D1 N {(m,y) eR2:0<z < 277} est d’aire €. Posons alors
D; = (Dyg),i =0,1,2, ...
(voir Figure 2.4).

DZ DZ
Dl Dl
-!IT -T;/Z (I) 1T‘/2 ';T 3T‘T/Z 2‘TT
DO DO
Figure 2.4
Définissons comme ci-dessus D_; = ¢ *(Dg) pour i = —1,—2,.... Il est alors

clair que Dy N D; = @ pour i = 0,—1,-2,..., car D; C B_ pour i < 0, et D; C
(B_)¢. On en déduit que

D;ND; =0,0<i<j,

car 9. est un homéomorphisme. Ainsi, comme, de plus, 1. préserve l'aire sur B, il
existe N € N tel que ¥ (Do) N By # O.
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Soit alors Pyy1 le point de D41 ayant coordonnée y maximale (il n’est pas
unique mais il existe par compacité de Dy41 N {(x,y) €ER?:0<x< 27r}). On
définit alors une suite Py, Py, ..., Pyy1 par

Pyi1i =0 ' (Pny1),i=1,...,N+1
telle que P; € D; pour tout i = 0, ..., N + 1. En particulier,
Pye B_,Py € By.
En effet, Py € {(azy) ER?: y = a)} C B_ et Py est le point de coordonnée y
maximale de Dy qui, par hypothese, intersecte B .

Construisons alors la courbe g : [0,1] — R2 ¢+ (1 —t)Py+tP;, puis étendons
cette courbe & une courbe v: [0, N + 1] — R?, en posant

'Y(t) = Tﬁi ('VO(t - i))’t € [i’i+ 1]7

7 étant donc la réunion des images de vy par les itérées de 1, v; := ¥¢(y0) pour
tout ¢ = 0,..., N (voir Figure 2.5).

y=a

Figure 2.5

Il est clair que v évite I’éventuel point fixe de ¢).. De plus, on remarque que
par convexité de Dy N {(z,y) €R*: T <z <3} ona vy C Di. Ainsi, comme
D,ND; =0,0<i<j<N+1, on voit que

V(t) #(s),VE # s.

En effet, comme les D; sont disjoints deux-a-deux, la seule possibilité d’auto-
intersection de 7 est au sein d’'un méme D;. Mais ceci est impossible car ~ restreint
a un D; est 'image par un homéomorphisme d’un segment de droite. Ainsi donc,
v ne s’auto-intersecte pas.

On remarque encore trivialement que Py = «(0) est le point de v ayant la plus
petite coordonnée y, et que Py11 = v(N + 1) est le point de 7 ayant la plus grande
coordonnée y.

Comme v ne s’auto-intersecte pas, nous pouvons définir

3: [0O,N+1° — st

y(E)=y(s)

(51— REAe
pour0<s<t§N+1. ~

Soit alors 3 le relevé de 3 dans R tel que 8 = sof3, ot s : R — SY, 60 —

(cos@,sin ). Alors, en reprenant les notations de la définition 2.4, on a

ay, (v(t)) = B (t,t + 1) (mod2m).
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Ainsi, en posant I';: [0, N] — R? ¢t (t,t+ 1), 0n a

indy, (7) = [day, = [dB.

vy ry
Posons T'y: [0, N] — R%¢ +— (0,¢t + 1) et I's: [0,N] — R%* ¢t — (¢, N + 1) (voir
Figure 2.6).

N+1

1 N N+1

Figure 2.6
Alors, dans le plan {(s, t)ER%:0<s,t <N+ 1}, T"; est homotope au chemin

I'sT'3, et donc
/mz/w+/w.
I I's Fg

Or, 5(T2),8(T3) C {(x,y) esSt:y> O}, et donc

0</d5<7ret0</d5<7r.
Fz FB

Ainsi, au total,

0 < indy, (7) :/dﬁz/dﬁ+/dﬁ<2w.
T, Ty Ts

Et en faisant tendre € vers 0, on obtient 0 < indy () < 27. Or, comme
flz,a) —x >0, f(z,b) —x < 0,Vz € R,
et que
g($7a) = aag(xab) = bvvx € Rv
il est clair que indy(y) = 7 + 2km, pour un certain k € Z. Ainsi, on en déduit le
résultat que l'on voulait démontrer, & savoir que indy (y) = 7.
O

Nous sommes maintenant en mesure d’aboutir & notre contradiction. Définis-
sons la réflexion p: R? — R2, (x,y) — (—,y). On voit que pour tout homéomor-
phisme ® satisfaisant aux hypotheses du lemme 2.7, on a

indp* lodop (7) = —indg (7) .
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En effet, c’est vrai sur une droite verticale ne passant pas par un point fixe, et c’est
donc vrai pour toute courbe «y évitant les points fixes, par le lemme 2.7.
Remarquons de plus que si ¢ satisfait les hypotheses du lemme 2.8, il en est de
méme de p~! o)~ o p. Ainsi,
indpflowflop('y) = T.

Donc, par la remarque précédente,

T =ind,-16p-10,(7) = —indy-1 (7).

Mais, d’autre part on a aussi

—indy-1(7) = —indy-1 (¥(7)) = —indy () = -7

lemme 2.7 remarq:e 2.6.3 lemme 2.8
Ce qui est une contradiction et termine donc la démonstration du théoreme 2.3.
(]

COROLLAIRE 2.9. Soient l’'anneau A = {(u,v) eR?:a < u?+v2 < b}, ot a,b €
Ry, et ¢: A — A un homéomorphisme de A préservant laire, tel que son relevé
dans B = {(Jc,y) ER?:a<y< b}, v: B — B satisfait les conditions du théoréme
2.3.

Alors, il existe une infinité de n € N\ {0} tels que ¢ posséde au moins deux
points périodiques distincts de période n, c’est-a-dire que pour une infinité de n €
N\ {0}, il existe deux points distincts Py, Py € A tels que o"(P1) = P1,¢"(P) = Py
et que @' (Py) # Pp, o' (P2) # P> pour tout i < n.

Preuve. Rappelons que dans le théoreme 2.3, I’application 1 est de la forme

(E B — B
(,9) — (f(z,y),9(z,y))
et satisfait I’hypothese
(f(z,a) =) (f(z,b) —x) <0,Vz €R.

Sans nuire & la généralité, nous pouvons supposer que (f(z,a) —x) < 0 et que
(f(z,b) — ) > 0. Ainsi, il existe ¢1,c2 € R, tels que

f(zya) —x < e <co < flx,b) — .
Soient alors p, g € N\ {0}, p, ¢ premiers entre eux, tels que icl < 17; < %CQ. Ainsi,
qc1 — 2mp < 0 < geg — 27p.
Alors si 'on note 9 = (f9, g), et s(z,y) = (z + 27, y), 'application ¢ définie par

Pl =s"Poyt: B — B
(fE,y) | — (fq(xay) —27Tp,gq(£r,y))
est un relevé de @9 dans B, et satisfait les hypotheses du théoreme 2.3. En effet,
c’est un homéomorphisme préservant ’aire en tant que composition de tels, qui
satisfait clairement les deux premieres hypotheses. En ce qui concerne la troisieme
hypothese, elle est satisfaite car

(fi(z,a) —x) = 2mp < gey — 2mp < 0 < gep — 27p < (f¥(z,b) — x) — 2mp.
Ainsi, par le théoréme 2.3, ¥] posséde au moins deux points fixes non géométrique-
ment équivalents. Alors, @9 posséde au moins deux points fixes distincts et donc, ¢
posséde au moins deux points périodiques distincts de période q.

Comme il existe une infinité de rationnels % satisfaisant %cl < % < %02, on

en déduit qu’il existe une infinité de couples (p, g) tels que ¢ possede deux points
fixes. Il reste donc seulement & montrer que si 5—1 % 5—2 sont deux rationnels distincts
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dans l’intervalle ]%01, %02 [, alors les points périodiques correspondants ne sont
pas géométriquement équivalents.

Pour le voir notons Fy (respectivement F») un point fixe de 1! (respectivement
de 1/);13) et montrons que F eﬁ F5 ne sont pas géométriquement équivalents, c’est-
a~dire que pour tout j € Z, s/ (Fy) # Fs.

Pour ce faire, remarquons que la troisieme hypothése du théoréme 2.3 se ré-écrit

PYos=s01.
De plus, le fait que Fy (respectivement F3) soit un point fixe de 1! (respectivement
de ¥12) se ré-écrit
s P o wth (Fl) — Fl
57 o (Fy) = Fy.
Supposons alors par I'absurde qu'il existe j € Z tel que s/ (F}) = F,. Alors
WO (Fy) = 9% 057 (Fy) = 577 0y (Fp) = 577 057 (1) =
= P27 (Fy) = sP2 0 s (Fy) = sP2(FY).
Ainsi on trouve
1)bf11¢12 (Fl) = ghp2 (Fl)
Or, comme (p1,q1) et (p2,g2) jouent des roles parfaitement symétriques, on a aussi
U)thlh (Fl) = g92P1 (Fl)
i - pPL_ P2 i it PL £ P2
Ainsi, ¢1p2 = gap1, et donc o= ooy cequi contredit o =+ e
O

REMARQUE 2.10. On remarque lors de la preuve, que dans le corollaire 2.9, il
suffit en fait de supposer qu’il existe c1,co € R tels que
flz,a) —x <1 <eo < fa,b) —x
au lieu de supposer que (f(z,a) — ) (f(z,b) — z) < 0,Va € R. Intuitivement, ¢ ne

doit donc pas nécessairement “faire tourner les bords de A dans des sens opposés”,
mais il suffit en fait qu’il fasse “tourner les bords de A & des vitesses différentes”.
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CHAPITRE 3

Application au billard planaire strictement
convexe

Nous allons maintenant appliquer le théoreme de Poincaré-Birkhoff au probleme
du billard mathématique pour prouver, sous certaines hypotheses, ’existence d’or-
bites périodiques.

Soit D C R? une région compacte. Le probléme de billard consiste & étudier
le mouvement d’un point-masse (ou d’un rayon lumineux) se déplagant avec un
vecteur-vitesse unité constant dans I'intérieur de D, jusqu’au moment ou il atteint
le bord 9D. Alors, le point-masse est réfléchi sur le bord de maniere élastique,
c’est-a-dire que la réflexion satisfait la loi de géométrie optique : l’angle d’incidence
Oince par rapport a la tangente a 0D au point d’impact est égal a langle de réflexion
Orep1 (voir Figure 3.1). Ensuite, le point poursuit son mouvement avec le nouveau
vecteur-vitesse unité ainsi défini.

Figure 3.1

L’orbite du point est donc une suite de segments de droites dans D telle que
deux segments successifs possedent un point du bord en commun, et telle que
les deux segments satisfont la loi de la réflexion élastique. On dit qu’une orbite
est périodique si sa trace est un polygone (qui peut cependant posséder des auto-
intersections).

On va ici de plus faire I’hypothése que 9D soit une courbe différentiable C?,
pour que la réflexion soit bien définie en tout point du bord, et nous allons par la
suite également supposer que D est une région strictement convexe, pour assurer
la “continuité de ’orbite en les conditions initiales”. Une telle région D s’appelle un
billard différentiable strictement conveze.

THEOREME 3.1. Soit D C R? un billard différentiable strictement conveze.
Alors, pour tout entier n > 2, il existe dans D au moins deux orbites périodiques
de période n.

Démonstration. Nous voulons appliquer le corollaire 2.9 pour démontrer ce résultat.
Il nous faut donc trouver une application ¢ sur un anneau, préservant l’aire, telle
que ses points fixes correspondent a des orbites périodiques du billard D.
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Soit ¢: R — 9D, s — c¢(s) une paramétrisation proportionelle & la longueur
d’arc du bord positivement orienté 9D, de telle sorte a ce qu'une révolution compléte
corresponde a une variation de 27 de s. On dénote par ¢t ’angle que forme une orbite
du billard avec la tangente positivement orientée en un point du bord. Le couple
(s,t) définit donc un segment de 'orbite. Comme ¢(s+2k7) = ¢(s) pour tout k € Z,
I’ensemble des conditions initiales possibles d’une orbite forme I'anneau

B ={(s,t) eR*: 0<t<m}.
On définit alors p: B’ — B’ (s,t) — (f(s,t),9(s,t)) comme étant ’application qui

envoie un segment d’une orbite (sg,%p) sur le segment suivant de Porbite (s1,t1)
(voir Figure 3.2).

Figure 3.2

Comme ¢ définit complétement une orbite du billard, on 1'appelle I’ application
du billard.

Dans cette application, f n’est a priori définie qu’a 2w pres. Ceci peut étre
résolu en posant pour sg fixé,

li = li =0.
lim f(s0,¢) = so et limg(so,t) = 0
Alors, en faisant croitre ¢ de 0 & m, on obtient
lim f(sg,t) = so + 27 et limg(sg,t) =7
t—m t—m

car ¢(sp,t) aura alors “fait un tour” de 9D. Ainsi, on peut étendre ¢ en un homéo-
morphisme sur
B={(s,t) eER*: 0<t<m}.

LEMME 3.2. L’application du billard ¢: B — B est un difféomorphisme pré-
servant laire.

Preuve. Soient p,p’ € OD correspondant aux coordonnées par longueur d’arc s, s'.
Posons

H(s,s')=|p—pI.
Cette application est appelée la fonction génératrice du billard. Comme ci-dessus,
soit ¢ 'angle de ¢/(s) au segment pp’ (voir Figure 3.3). Soit v une paramétrisation
locale par longueur d’arc de 9D autour du point p, telle que y(s) = p (7 est en fait
égal & ¢, & un changement de paramétrisation affine pres). Alors,

g d d
—H(s,8") = —[II7®) =PI i=s = — t) = () —p') li=s =
5 H(s8) = = [Iv(®) =Pl li=s = =/ () =2/, 9(0) = ) e
<7/(S)7’7(8) _p/> 1 / /
= = IV () I7v(s) — p'l| cost = cost
[7(s) =2l [7(s) =2l
car vy est paramétrée par longueur d’arc, et donc [|7/(s)]| = 1.
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De la méme maniere, on trouve que si ¢’ est 'angle de —c/(s’) au segment pp’
(voir Figure 3.3), alors

0
—H(s,s") = —cost’.

s’
p
c'(s)
-c'(s")
pl
Figure 3.3

REMARQUE 3.3. Il est intéressant de remarquer que si p1,ps € 0D avec pa-
rametres sp, s, une condition nécessaire pour que les segments p1pg, Pop2 forment
une orbite du billard pour un certain pg € 0D de parameétre sg, est que
d
% [H(Sl’ S) + H(Sa 82)} |5:50 =0,
c’est-a-dire que py est un point critique de lapplication p — ||p1 — p| + [lp — p2l-
Ainsi, si p1,p2, ..o Pn_1,Pn = p1 sont les points de 9D d’une orbite périodique
de période n — 1, alors (p1,p2, ..., Pn—1,Pn) est un point critique de I’application
longueur de l'orbite L définie par

n—1

(g1, 0n) = ) llaivs — aill -

i=1
Revenons a la preuve du lemme 3.2. Faisons les changements de variables r =

—cost et 7/ = —cost’. Montrons que dans ces coordonnées, p(s,7) = (f(s,r), g(s,7))
préserve 'aire. On doit montrer que son déterminant jacobien est égal a 1, a savoir

9f0g _9f9g _
ds Or  Or 0s
Par le calcul fait ci-dessus, on a
0 n o 0 no_
%H(s,s )= -—ret 8S,H(s,s)—r.
Posons alors H(s,7) = H (s, f(s,r)). En dérivant, on obtient
oH 0H OH Of ,Of
s 0s Tovoas T as
off _oH | 0HOj _ 01
or  Os as' or | or

Or, comme 7’ = s, 1), on trouve
) s )

o of
ds 9os’
of _ o1
or _gar'
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En re-dérivant ces expressions par rapport a 'autre variable, on obtient

o dgof 0°f
= —1 _—
0s0r + r ds + I 5s0r
of _ogof | Of
aros s or Y oras
Comme ces deux derniers termes sont égaux, on trouve bien

9f0g 9fdg _

ds Or  Or Os

O

Montrons alors que ¢ satisfait bien les hypotheses du corollaire 2.9. Par la
remarque 2.10, on voit que c’est bien le cas, car pour ¢; = 0 et co = 7, on a bien

0=f(s,0)—s<c1 <cg < f(s,m) —s=2m.

Les autres hypotheses étant clairement vérifiées, le corollaire 2.9 nous dit qu’il existe
une infinité de n € N\ {0} tels que ¢ posséde un point périodique de période n. Or,
comme ¢ décrit completement les orbites de D, on en tire déja que pour une infinité
de n € N\ {0}, il existe dans D au moins deux orbites périodiques de période n.
Mais en regardant la preuve du corollaire 2.9, on voit qu’on a en fait un résultat
plus fort.

En effet, on a vu dans la preuve que pour tous p,q € N\ {0}, p,q premiers
entre eux, tels que %cl < % < %02, il existait deux points périodiques distincts
de la fonction s™P o 7, ou s(s,t) = (s + 2m,t) et 1) est un relevé de ¢ dans son
revétement universel. Ainsi, pour tous p,q € N\ {0}, p, ¢ premiers entre eux, tels
que 0 < % < 1, on trouve au moins deux orbites périodiques. De plus, pour p, q
fixés, I’expression de I'application s~ o 9% nous montre que ces deux orbites sont
de période g avec un nombre de rotation égal a p.

On voit donc que pour tous p,q € N\ {0}, tels que p < g, il existe dans D au
moins deux orbites périodiques de période ¢ et de nombre de rotation p.

O
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CHAPITRE 4

Inégalité de Morse

Nous allons démontrer dans cette section I'inégalité de Morse. C’est une inéga-
lité qui donne, pour certaines fonctions f: M — R (appelées fonctions de Morse)
définies sur une variété M fermée, une borne inférieure du nombre de points cri-
tiques de f en fonction de la topologie de M. Pour ce faire, nous allons commencer
par faire un bref rappel d’homologie cellulaire, puis de théorie de Morse, et enfin
nous démontrerons 'inégalité de Morse. Pour une exposition plus détaillée de ’ho-
mologie cellulaire, on peut lire par exemple [4], pp. 137-159, et consulter pour la
théorie de Morse, [7], pp. 1-31.

4.1. Homologie cellulaire

Une cellule fermée de dimension n (ou n-cellule fermée) est un espace topo-
logique homéomorphe a la boule fermée de dimension n, que l’on note €. Son
intérieur, noté e”, s’appelle une cellule de dimension n (ou une n-cellule). Pour
n = 0, on convient que e = &” est un singleton.

DEFINITION 4.1. Un espace topologique X est un CW-compleze s’il satisfait la
définition inductive suivante :

(1) Une union disjointe finie de 0-cellules X est un CW-complexe de dimen-
sion 0.

(2) Soient Y un CW-complexe de dimension inférieur ou égal & ¢ — 1, et
eluelu..u ézq une réunion disjointe finie de k, g-cellules fermées. Soit

he: 9ef Uoeju... el —Y
q
une application continue. Alors ’espace X9 =Y Upq (é({ Uesls..u ézq),

qui est I’espace quotient de Y L (é‘f Uell..u ézq) par la relation d’équi-
valence z ~ h%(z) pour z € def LIdes U... 8ézq, est un CW-complexe de
dimension ¢. L’application h? est appelée application d’attachement.

3) X = UNX 9 est muni de la topologie faible : un ensemble U C X est
qe

ouvert si et seulement si U N X7 est ouvert dans X7 pour tout g € N.
Si X = GOX‘I, on dit que X est un CW-complexe de dimension n. Si X est un
q=
CW-complexe de dimension n (éventuellement infinie), et m < n, 'union @OX a
q:
s’appelle le m-squelette de X.
Considérons alors X un CW-complexe. On suppose qu’il possede &, cellules de

dimension q : ef,ed, ...,ezq. Notons (ef), (e3), ..., <6Zq> ces cellules munies d’une

orientation. Soit K un corps commutatif. Alors une somme formelle
ay (ef) +az (ef) + ... + ax, <e%q>

a coefficients a; € K, pour tout i = 1,...,k,, est appelée une g-chaine de X.
L’ensemble de toutes les g-chaines de X a coefficients dans K est un espace vectoriel
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sur K, noté C,(X; K), et appelé le groupe de chaines g-dimensionnel & coefficients
dans K. Il est muni de ’addition :

a <e(f> + as (e%) + .t ag, <eZq >} + [bl <6({> + bo <eg> ot bk“ <ezq >} -

(ar +br) (ef) + (a + b2) (€8) + .+ (an, +br,) (e, ).

et si (ei’)l est la cellule munie de lorientation opposée de (e?), alors (ei’)l = —(e]).
Ainsi,
C(XK)2KoK®..0K

(kq copies de K) est engendré par les (e]), (ed), ..., eiq>

On définit alors I’homomorphisme de bord 0, : Cy(X;K) — Cyo1(X; K).
Comme 'expression exacte de cette application n’est pas essentielle pour la com-
préhension de la démonstration de I'inégalité de Morse, nous ne ferons pas figurer
ici tous les détails de sa définition. Pour une explication plus détaillée, on peut se
référer par exemple & [4], pp. 140-141.

Comme les (e]) engendrent Cy(X; K), il suffit de déterminer leurs images pour
définir ’homomorphisme. Soit donc une g-cellule orientée (ef). On munit de; de
Vorientation (de?) induite par (e!). Considérons alors 'application d’attachement

hi = K

oed del — yel,

ot Y?71 est le (¢ — 1)-squelette de X, et h? l’application d’attachement.
Si Cy—1(X; K) = {0}, alors 9, = 0. Si Cy—1(X; K) # {0}, soient alors

<e¢1171> 7 <€g*1> s <ei:1>

les (¢ — 1)-cellules orientées engendrant Cy_1(X; K). Pour tout j = 1,...,k;1,
considérons 'application quotient g;; identifiant tous les points appartenant a Y41\

egfl, et identifiant donc en particulier les points de 86‘;71. On voit qu’on obtient

une application
gloh!: 8971 — 591
ot S9! désigne la sphere (¢—1)-dimensionnelle. On définit alors a; ; comme étant le

degré de cette application. Intuitivement, a; ; est le nombre de fois que h] “enroule”
q—
J

0q ((ef)) = ai,n <€(11_1> + aiz2 <€3_1> oAk, <€Z:1> :

On a alors entre les mains un compleze de chaines de X

— 1 .
de! autour de e!”". Finalement, on pose

d ) dq—
. — O (X K) -t (X5 K) =5 Cyq1(X; K) =
L2 0l K) 2 Op(X K) — {0}
LEMME 4.2. Pour le complexe de chaines défini ci-dessus, on a pour tout ¢ € N
8,171 o 8q =0.
Preuve. Voir par exemple [4], p. 139.
O
Posons alors pour tout ¢ € N, Z,(X;K) = Kerdy et By(X;K) = ImJy1.
Z4(X; K) est appelé groupe des cycles q-dimensionnel a coefficients dans K, ses
éléments étant appelés des g-cycles, alors que B, (X; K) est appelé groupe des bords

q-dimensionnel a coefficients dans K, ses éléments étant appelés des g-bords. Ce
sont des sous-espaces vectoriels de Cy(X; K), et en vertu du lemme 4.2, on a

By(X;K) C Z,(X: K) C Cy(X; K).
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DEFINITION 4.3. Le g-éme groupe d’homologie cellulaire d coefficients dans K
est ’espace vectoriel quotient défini par

Hy(X; K) =Zy(X; K)/By(X; K).
Ses éléments sont appelés classes d’homologie cellulaire.

Soient X, Y deux CW-complexes et f: X — Y une application continue. Alors,
pour tout ¢ € N, f induit de maniére unique un homomorphisme f,: Hy(X; K) —
H,(Y; K). En particulier, l'identité sur X induit l'identité sur H,(X;K), et si
f: X =Y etg:Y — Z alors (go f)« = g« © fs. On a alors le résultat suivant.

THEOREME 4.4. Soient X,Y deux CW-complexes, et soient f,g: X — Y deux
applications homotopes. Alors f. = gx.

Démonstration. Voir par exemple [4], théorémes 2.35, p. 139 et 2.10, p. 111.
[l

COROLLAIRE 4.5. Soient X,Y deux CW-complexes ayant méme type d’homo-
topie. Alors, pour tout ¢ € N, Hy(X; K) = H,(Y; K).

O
En particulier, nous pouvons définir I’invariant homotopique suivant.
DEFINITION 4.6. Le g-éme nombre de Betti de X sur le corps K est donné par
be(X; K) = dimg (Hy(X; K)) .

C’est-a-dire que by (X; K) est la dimension de H,(X; K) vu comme espace vec-
toriel sur le corps K.

4.2. Théorie de Morse

Soient M une variété de dimension m sans bord et f: M — R une fonction
lisse.
Un point pg € M est appelé point critique de f si

of _of . of
8751(190) = 8732(1?0) == e

(po) =0,

relativement & un systéme de coordonnées (1, 3, ..., T, ) de M autour du point pg.
Un nombre réel ¢ € R est appelé une valeur critique de f s’il existe un point
critique po € M tel que f(pg) = c.
Soit pp un point critique de M. La matrice hessienne de f en pg est la matrice
symétrique Hy(po) = (hij)1<i,j<m définie par

0 f

hij =
J 83’)1‘8"1’}]‘

(Po)-

Un point critique py est dit dégénéré si detH (po) = 0. Sinon, on dit que py est non
dégénéré.

DEFINITION 4.7. Soient M une variété de dimension m sans bord et f: M — R
une fonction lisse. On dit que f est une fonction de Morse si tout point critique de
M est non dégénéré.

REMARQUE 4.8. Toutes ces définitions ne dépendent pas du systéeme de coor-
données (z1, 2, ..., Tm).
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LEMME 4.9. Soit py un point critique non dégénéré d’une fonction f: M — R.
Alors il existe un systéme de coordonnées local (x1, T2, ..., Ty) autour de po tel que
f peut s’écrire sous la forme standard

f=—-al— . —a3+a3,,+.. .+ +ec
dans ce voisinage de coordonnées, et ot py correspond a lorigine et ¢ = f(po).

Preuve. Voir par exemple [7], lemme 2.2, p. 6.

DEFINITION 4.10. L’entier 0 < A < m est appelé 'indice de pg.

THEOREME 4.11. Soient M une variété fermée de dimension m et f: M — R
une fonction de Morse. Notons kg le nombre de points critiques d’indice q que
posséde f pour tout ¢ = 0,...,m. Alors M a méme type d’homotopie qu’un CW-
complexe X de dimension m tel que pour tout ¢ = 0,...,m, X contient kq cellules
de dimension q.

Démonstration. Voir par exemple [7], théoréme 3.5, p. 20.

4.3. Inégalité de Morse

THEOREME 4.12. Soit M une variété fermée de dimension m et soit f: M — R
une fonction de Morse sur M. Soit kg le nombre de points critiques de f d’indice
q et soit by(M; K) le g-éme nombre de Betti de M sur un corps K. Alors

kg = by(M; K)
pour tout g =0, ...,m.
Démonstration. Par le théoreme 4.11, M peut-étre identifiée & un CW-complexe de
dimension m possédant k, cellules de dimension ¢ pour tout ¢ = 0, ..., m. Considé-
rons alors le complexe de chaines
= Cp(M;K) — Cpper (MG K) — o — C1(M; K) — Co(M; K) — {0}.
Pour tout ¢ = 0,...,m, dimg (Cq(M; K)) = ky. Ainsi, comme H,(M; K) est les-
pace vectoriel quotient de deux sous-espaces vectoriels Z,(M; K) et B,(M; K) de
Cy(M;K), on a
kg =dimg (Cy(M; K)) > dimg (Z4(M; K)) > dimg (Hg(M; K)) = by(M; K)
pour tout ¢ =0, ..., m.
Ce qui était bien ce que 'on voulait montrer.

O

COROLLAIRE 4.13. Soit M une variété fermée de dimension m et soit f: M —
R une fonction de Morse sur M. Alors le nombre de points critiques de f est

supérieur ou €égal a
m

> by(M; K).

q=0
O

Ceci signifie donc que la topologie de M donne une borne inférieure sur le nombre
de points critiques de toute fonction de Morse sur M.
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CHAPITRE 5

Application au billard n-dimensionnel strictement
convexe

Dans cette section, nous allons nous intéresser au probléeme du billard en di-
mension supérieure a deux. Soit pour cela D C R™ une région compacte strictement
convexe de R"™ telle que son bord 0D soit une hypersurface lisse. Comme dans la
section 3, on se propose d’étudier le mouvement d’un point-masse se déplacant en
segments de droites dans l'intérieur de D et rebondissant de maniére élastique sur
le bord de D. On s’intéresse a trouver des orbites périodiques dans D. Nous allons
utiliser la théorie de Morse pour montrer que, sous certaines hypotheses génériques
sur D, il existe des orbites périodiques dans D.

Sans nuire a la généralité, nous pouvons supposer que l'origine de R™ se trouve
dans l'intérieur de D. Alors, par stricte convexité de D, toute droite linéaire d
intersecte 0D en exactement deux points p;(d), pa(d). On peut alors définir une
application sur ’espace projectif de dimension n — 1

i RPD R
d  — |lpr(d) = p2(d)|| ~

THEOREME 5.1. Supposons que f soit une fonction de Morse. Alors D posséde
au moins n orbites périodiques de période 2.

Démonstration. On a vu a la remarque 3.3 que les orbites périodiques du billard
étaient des points critiques de la fonction longueur de ’orbite définie pour ¢y, ..., ¢, €
0D par
n—1
L(qi,...qn) = Z gi+1 — il -
i=1
Ceci se généralise sans grande difficulté en dimension supérieure. La réciproque
n’est formellement pas vraie, car il faut éviter les points critiques olt ¢j41 = g; pour
un certain 1 < j < n — 1. Cependant, si une certaine droite linéaire d est un point
critique de f, alors (p1(d), p2(d), p1(d)) est clairement aussi un point critique de L,
et correspond de plus bien & une orbite périodique de période 2, car p1(d) # p2(d).
Ainsi, pour trouver une borne inférieure sur le nombre d’orbites périodiques de
D, il suffit de trouver une borne inférieure sur le nombre de points critiques de la
fonction de Morse f sur RP"~1. On utilise pour cela I'inégalité de Morse. Il nous
faut donc calculer les groupes d’homologie cellulaire de RP™~1.
Soit K un corps commutatif. Comme la décomposition en CW-complexe de
RP" lest e Lel U...Ue™ !, on en tire que

C,RP" L K)=K

pour tout ¢ = 0,...,n — 1. Déterminons alors 'homomorphisme de bord.
En gardant les notations de la section 4.1, considérons pour tout ¢ = 1,...,n—1,
I'application d’attachement de la g-cellule au (¢ — 1)-squelette de RP"~1

he: 9l — Y9It
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Comme Je? = §971 et Y9! =2 RP9~! h9 est en fait la projection canonique de
5971 sur RP?~1. D’autre part, g7 est 'application quotient
g?: RPT! — RPIY/RPT2,
Mais comme RP4~1/RP972 2 §9=1 on obtient
i1 M ppat 9, a1,
On doit déterminer le degré de g9 o h9. Si j7 est I'application quotient
§9: 8171 — gt/ gam2 = gi—ly ga—t
et
i1: 8171y ga—t _, ga—l
est l'application identité sur la premiere sphere et 'application antipodale sur la

seconde, on remarque que le diagramme suivant est commutatif

ga-1 M Rpa-t

il L g
ge-tyge-t D, ga-t
Ainsi, le degré de g? o h? est égal au degré de i? o j7. Or, comme le degré de
I'application antipodale —Id: S9! — S971 est (—1)7 (car c’est une composition
de ¢ réflexions dues au changement de signe d’une coordonnée), on trouve que le
degré de %0 j9 est 1 4 (—1)4.
Ainsi, 'homomorphisme de bord est donné par

0y Cy(RPVLK) — Cyo1(RPHK)
—1 . .
 (e9) { 2k <eq > sig est. pair
0 si ¢ est impair

Sil’on prend alors K = Z/2Z, on obtient le complexe de chalnes suivant
27072 7)22 %722 2 722 % 7/27. 2 {0}

En particulier, comme dans Z/27Z, 2 = 0, pour tout ¢ =0,...,n— 1, on a
Z,RP"Y7/22) = 7./2Z,
B,(RP",7/27) = {0}.

Ainsi
H,(RP"Y7/27) = Z./27Z,

et donc, le g-itme nombre de Betti de RP™"~! est b,(RP""1;7Z/27Z) = 1, pour tout

q=0,...,n— 1. Ainsi, par I'inégalité de Morse, le nombre de points critiques de f
est supérieur ou égal a

n—1
> by(RP™172,/27) = n.
q=0

On a donc bien démontré au moyen de la théorie de Morse que D possédait au
moins n orbites périodiques.
O

REMARQUE 5.2. En fait, Uhypothese générique que f soit une fonction de Morse
n’était pas nécessaire. En effet, la théorie de Lusternik-Schnirelmann dit que la ca-
tégorie d’un espace topologique X (& savoir le cardinal minimal d’un recouvrement
de X par des ouverts contractiles dans X) est une borne inférieure sur le nombre
de points critiques que posséde une fonction quelconque sur X. Or, la catégorie de
RP"! est précisément n, ce qui aurait donc démontré le résultat sous des hypo-
theses plus faibles.
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